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Kapitel 1

Einfihrung

1.1 Ziele und Arbeitsweise der Theoretischen Mechanik

Die Theoretische Mechanik — und damit meinen wir hier die klassische Mechanik — hat zwei Ziele:

e das Verstindnis der Bewegungen materieller Korper unter dem Einfluss von Kréften. Erkennen der zu
Grunde liegenden Gesetzméfigkeiten.

e die Beschreibung der Bewegungen materieller Kérper unter dem Einfluss von Kréften. Vorhersage der Be-
wegungen.

Wir werden noch kldren miissen, was die hier auftretenden Begriffe bedeuten, z.B. der Begriff der Kraft.

Die Theoretische Mechanik hat also, wie allgemein die Theoretische Physik, das zweifache Ziel des Verstand-
nisses von allgemeinen Gesetzméfigkeiten und der quantitativen Beschreibung von Vorgéingen. Diese beiden Ziele
héngen eng zusammen. Die Arbeitsweise der Theoretischen Physik besteht in der Formulierung von Theorien, d.h.
Beschreibungen der allgemeinen Gesetzméfigkeiten, auf der Basis empirischer Daten. Diese empirischen Daten
werden aus Beobachtungen gewonnen, wobei wir speziell von Ezperimenten sprechen, wenn die Beobachtungen
an absichtsvoll praparierten Systemen erfolgen. Zum Beispiel konnen wir die Planetenbewegungen beobachten,
aber keine Experimente daran durchfiihren.

Aus einer brauchbaren Theorie lassen sich Voraussagen fiir Experimente herleiten, die dann gestatten, die
Theorie zu iiberpriifen. Wie der Naturphilosoph Sir Karl Popper sagte, kann man eine Theorie niemals beweisen
aber im Prinzip leicht widerlegen (falsifizieren). Beobachtungen, die mit den Vorhersagen einer Theorie iiberein-
stimmen, stitzen diese, beweisen sie aber nicht. Fiir die Widerlegung reicht dagegen eine Beobachtung aus, die
der Theorie widerspricht. Die Beobachtung ist immer die letzte Instanz in der Physik — die Grundgleichungen der
Theoretischen Mechanik lauten so und nicht anders, weil umfangreiche Beobachtungen diese und nicht andere
Gleichungen stiitzen.

Vorhersage

N

Beobachtungen

Theorie
(Beschreibung der allgemeinen

Gesetze) (inkl. Experimente)

NS

Stiitzung/Falsifikation

Einige Bemerkungen sind hier angebracht:
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e Man muss sich klar machen, was Popper mit ,beweisen” meinte: Man kann eine Theorie nicht in mathe-
matischer Strenge beweisen, aber viele physikalische Theorien sind im ,,juristischen” Sinne bewiesen, sie
sind ,nach menschlichem Ermessen* wahr. Die englische Formulierung ,without reasonable doubt® ist noch
treffender.

e Die strikte Widerlegung einer Theorie durch eine Beobachtung im Sinne Poppers ist auch eine idealisierte
Vorstellung, da man sich bei der Deutung der Beobachtung nie absolut sicher sein kann. Insbesondere héngt
die Deutung i.A. von theoretischen Vorstellungen ab, die zwar allgemein akzeptiert sind, aber dennoch einer
moglichen Falsifizierung zum Opfer fallen kénnten.

e Viele Theorien sind im Sinne Poppers falsifiziert. Zum Beispiel wissen wir, dass die Theoretische Mechanik
falsche Voraussagen macht, wenn wir sie auf mikroskopische Objekte wie Atome oder Elementarteilchen
anwenden. Das bedeutet nicht, dass die Theoretische Mechanik nutzlos oder nur von historischem Interesse
wére. Wir wissen heute, dass sie den Grenzfall von allgemeineren Theorien darstellt, ndmlich auf der einen
Seite der Quantenmechanik und damit der Quantenfeldtheorie und des Standardmodells der Elementarteil-
chenphysik und auf der anderen der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Wir wissen noch nicht, wie eine noch
allgemeinere Theorie aussieht, die die Quantenfeldtheorie und die Allgemeine Relativitdtstheorie enthélt.

Es ist gut verstanden, unter welchen Bedingungen die Theoretische Mechanik prizise Voraussagen macht.
In diesen Fallen wére es unsinnig, die viel komplizierteren allgemeineren Theorien zu verwenden: Niemand
wird ernsthaft versuchen, die Frequenz eines Federpendels im Rahmen der Quantenfeldtheorie zu berechnen.

Die Theoretische Physik formuliert die zu Grunde liegenden Gesetzméfigkeiten in der Sprache der Mathematik,
weil diese Sprache die fiir die Beschreibung quantitativer Zusammenhénge entwickelt wurde und daher am besten
dafiir geeignet ist. Daher werden wir zahlreiche mathematische Methoden verwenden. Aber Theoretische Physik
ist nicht Mathematik, &hnlich wie ein literarisches Werk nicht mit der Sprache identisch ist, in der es verfasst ist.
Die Formulierung verwendet meist Begriffe der Analysis und der Linearen Algebra, nicht selten aber auch solche
der Gruppentheorie und Geometrie.

Die speziell in der Theoretischen Mechanik notwendigen mathematischen Hilfsmittel sind insbesondere, na-
tiirlich in unterschiedlichem Umfang,

e Lineare Algebra,

Analysis (Differential- und Integralrechnung), einschlieflich Vektoranalysis,

Gewohnliche Differentialgleichungen,

e Variationsrechnung,

Partielle Differentialgleichungen (fiir die Kontinuumsmechanik und die Hamilton-Jacobi-Theorie).

Diese Hilfsmittel wurden {iberwiegend in der Vorlesung Rechenmethoden der Physik behandelt. Sie werden in der
Vorlesung entwickelt bzw. wiederholt, soweit es notwendig erscheint.

1.2 Uberblick

Wir werden in dieser Vorlesung folgende Kapitel behandeln:

e Kinematik des Massenpunktes: Modellvorstellung des Massenpunktes, Definition von Begriffen zur Beschrei-
bung seiner Bewegung (noch ohne Frage nach den Ursachen)

e Newton-Mechanik: Newtons Axiome, Begriff der Kraft, Mehrteilchensysteme, Erhaltungssétze

e Lagrange-Mechanik: Zwangsbedingungen und Zwangskréfte, Lagrange-Gleichung, Variationsprinzipien; die
Lagrange-Mechanik beschreibt i.W. dieselben Systeme wie die Newton-Mechanik, ist aber viel praktischer
fiir viele Anwendungen

e Zentralkraftfeld, Planetenbewegung
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e Starrer Korper: Kinematik und Bewegungsgleichungen des starren Korpers, Kreiseltheorie
e Lineare Schwingungen: harmonischer Oszillator, gekoppelte Schwingungen

e Hamilton-Mechanik: kanonische Gleichungen, Phasenraum, Poisson-Klammern, kanonische Transformatio-
nen; die Hamilton-Mechanik beschreibt ebenfalls i.W. dieselben Systeme wie Newton und Lagrange, enthiillt
aber zugrunde liegende Strukturen und erleichtert den Ubergang zur Quantenmechanik

e Relativistische Mechanik: Einsteins Postulate, Lorentz-Transformation, Zeitdilatation, Langenkontraktion,
relativistische Dynamik

e Hamilton-Jacobi-Theorie: eine weitere formal interessante Umformulierung der Theorie, niitzlich fiir den
folgenden Abschnitt

e Nichtlineare Dynamik: Integrabilitat, deterministisches Chaos

1.3 Lehrbiicher

Aus dem Angebot von Lehrbiichern der Theoretischen Mechanik soll hier eine kleine und subjektive Auswahl
erwahnt werden:

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 1: Klassische Mechanik, 9. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin,
2011), Band 2: Analytische Mechanik, 8. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin, 201), Band 4/1: Spezielle Relativi-
tatstheorie, 9. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin, 2016): Die gesamte Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert.
Nolting legt relativ grofles Gewicht auf das Einiiben der Formalismen und entsprechend weniger auf die
ausfiihrliche Diskussion des physikalischen Gehalts. Er fiihrt Herleitungen oft im Detail vor, wo andere
Autoren nur das Ergebnis angeben. Die Darstellung ist fast immer klar. Die Biicher enthalten viele gu-
te Ubungsaufgaben mit Losungen und Kontrollfragen. Der 1. Band beginnt mit einer recht ausfiihrlichen
Wiederholung der relevanten mathematischen Methoden. Angenehmes Format und Layout. Leider ohne
Literaturverzeichnis. Moderne Themen wie Integrabilitdt und Chaos fehlen. Relativistische Mechanik wird
in Band 4 ziemlich ausfiihrlich behandelt.

e F. Kuypers, Klassische Mechanik, 8. Aufl. (Wiley-VCH, Weinheim, 2008): Ein gutes deutsches Lehrbuch
mit einem hohen Anteil von Beispielen und Ubungsaufgaben mit ausfiihrlichen Losungen. Zusammen mit
den eingeschobenen Zusammenfassungen und Wiederholungen fiihrt dies dazu, das relativ wenig Raum
fiir die eigentliche Darstellung und vertiefte Diskussion der Theoretischen Mechanik bleibt. Es werden so-
gar wichtige Schritte und Aussagen nur in Ubungsaufgaben behandelt (z.B. Transformation in rotierende
Koordinatensysteme, Virialsatz). V.a. fiir Studierende gut geeignet, die die enthaltenen Ubungsaufgaben
tatséchlich zusétzlich zu den in der Vorlesung gegebenen l6sen. Die Diskussion der Anwendungen ist etwas
ausfiihrlicher als in anderen Biichern. Enthélt ein Kapitel zu relativistischer Mechanik und ein recht knappes
zu nichtlinearer Dynamik.

e H. Goldstein, C. P. Poole und J. L. Safko, Klassische Mechanik, 3. Aufl. (Wiley-VCH, Weinheim, 2006):
Der Klassiker in neuer Auflage, aus dem Generationen von Studierenden Mechanik gelernt haben. Legt
mehr Gewicht auf Diskussion und weniger auf mathematische Zwischenschritte, verglichen mit Nolting.
Der zusétzliche Text ist hilfreich beim Versténdnis, aber dringt manchmal nicht zu den zugrunde liegenden
Symmetrieargumenten vor. Enthélt ein Kapitel {iber relativistische Mechanik. Die neue Auflage hat moderne
Kapitel wie Chaos und numerische (computergestiitzte) Ubungsaufgaben ergéinzt, ohne den vorhanden Text
wesentlich zu verdndern. Insgesamt ein geeignetes Erst- oder Zweitbuch.

e L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band 1: Mechanik, 14. Aufl. (Verlag
Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 1997/2004): Der andere Klassiker, Teil einer Reihe von russischen
Lehrbiichern. Der Band zur Mechanik ist brutal knapp gehalten. Zwischenschritte werden selten angegeben
und die Diskussionen sind kiirzer als bei Goldstein. Modernere Themen fehlen. Enthéalt meist schwierige
Ubungsaufgaben ohne Losungen. Die relativistische Mechanik bildet ein Kapitel des zweiten Bandes iiber
Elektrodynamik und Allgemeine Relativitétstheorie.
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e J. L. McCauley, Classical Mechanics (Cambridge University Press, Cambridge, 1997): Ein deutlich tiefer
gehendes Lehrbuch als die bisher genannten, das nicht in deutscher Ubersetzung vorliegt. Legt das Hauptge-
wicht auf Diskussion (wie Goldstein), ist aber insgesamt klarer. Formalismen werden knapp und prizise ein-
gefiihrt, die Schreibweise verleitet aber dazu, Vektoren und Skalare zu verwechseln. Die Standard-Methoden,
die z.B. bei Nolting und Kuypers grofen Raum einnehmen, werden hier deutlich kiirzer behandelt, da es
sich um ein reines graduate Lehrbuch handelt, das mindestens eine vorhergehende Theoretische-Mechanik-
Vorlesung voraussetzt. Dafiir werden sehr fortgeschrittene Themen wie Fliisse im Phasenraum und Integra-
bilitét ausfithrlich besprochen. Relativ schwierige Ubungsaufgaben ohne Losungen. Ziemlich umfangreiches
Literaturverzeichnis. Relativistische Mechanik wird sehr knapp in einem Kapitel iiber Elektrodynamik, Spe-
zielle und Allgemeine Relativitdtstheorie angerissen. Interessante historische Einfithrung. Als Zweitbuch fiir
Interessierte zu empfehlen.



Kapitel 2

Kinematik

In diesem Kapitel ist unser Ziel die Definition von mathematischen Grofen zur Beschreibung der Bewegung von
Massenpunkten. Wir fragen noch nicht nach den Ursachen der Bewegung.

Was ist ein Massenpunkt? Der Massenpunkt ist ein Modell fiir einen physikalischen Koérper in Problemstellun-
gen, in denen es ausreicht, einen Punkt des Korpers zu betrachten, wenn also die Angabe seines Ortes ausreicht.
Es kommt also darauf an, was wir beschreiben wollen. Bei der Planetenbewegung werden wir z.B. Sonne und Pla-
neten als Massenpunkte beschreiben. Einen gleitenden Block kénnen wir ebenfalls als Massenpunkt beschreiben.
Die Korper miissen also nicht klein sein.

Das Modell des Massenpunktes ist Ausdruck der Okonomie der Beschreibung: Wenn die Untersuchung des
Ortes eines Korpers als Funktion der Zeit ausreicht, wére es unnotig kompliziert, weitere Freiheitsgrade des
Korpers zu berticksichtigen. In allen Bereichen der Physik ist es sehr wichtig, zunéchst zu untersuchen, welche
Aspekte fiir die Beantwortung der aktuellen Frage wirklich erforderlich sind.

Die Bewegung eines Massenpunktes ist charakterisiert durch die Vektoren

e Ort 7(1),
s . dr
e Geschwindigkeit ¢(t) := 7(t) = o
: d*7
e Beschleunigung d(t) := 7(t) = R

Aus 7(t) erhalt man also sofort ¥(¢) und @(t), aber oft ist die Aufgabenstellung umgekehrt: @(t) ist bekannt und ()
gesucht. Wir miissen a@(t) zweimal integrieren. Bei jeder der beiden Integrationen tritt eine Integrationskonstante
auf. Um diese festzulegen, bendtigen wir zusétzlich zwei Angaben, z.B. von Ort 7(¢p) und Geschwindigkeit ¢/(tg)
zu einem Zeitpunkt ¢o. Dann ist

e d(t) gegeben.
. t
o U(t) = C+/ dt’ a(t'), wegen
t
0 ) " )
i(tg) =C +/ dat'a(t'y =C (2.1)

folgt dann

77(t):z7(to)+/ dt’ a(t’). (2.2)



6 KAPITEL 2. KINEMATIK

=0+ /dt”" ") /dt” {" / dt’ a(t } also
t to

ﬂﬂzﬂ%%ﬂmw@*%%+/dﬂl dt' a(t’). (2.3)

Beispiel: Unbeschleunigte Bewegung. Hier ist @(t) = 0 Vt. Es folgt ¢(t) = 0(tp) und 7(t) = #(to) + U(to) (t — to)-
0

(o)
(o)

Das ist die Parameterdarstellung einer Geraden. Die unbeschleunigte Bewegung verlduft also geradlinig.

2.1 Koordinatensysteme

Es ist oft sinnvoll, Gréfsen in verschiedenen Koordinatensystemen darzustellen, da in geeigneten Koordinatensys-
temen die Losung bestimmter Probleme sehr viel einfacher wird. Wir beschrénken uns in der folgenden Diskussion
meist auf dreidimensionale Rdume, die Verallgemeinerung auf n-dimensionale Rdume ist im Prinzip einfach.

Wir betrachten zunéchst den Ortsvektor 7, der einen Raumpunkt beschreibt. Offenbar werden drei reelle
Grofsen bendtigt, um einen Punkt im dreidimensionalen Raum eindeutig zu charakterisieren. Verschiedene Arten
der Charakterisierung entsprechen verschiedenen Koordinatensystemen. Zum Beispiel kénnen wir  durch kar-
tesische Koordinaten (x1,x2,23) = (x,y,z) darstellen. Wir wissen, dass jeder Vektor  fiir ein fest gewéhltes
kartesisches Koordinatensystem eineindeutig durch ein Zahlentripel (z,y,2) dargestellt wird, d.h. zu jedem 7
existiert genau ein Tripel (x,y, z).

Sei (1, (2, ¢3) eine Darstellung desselben Ortsvektors 7 in einem anderen Koordinatensystem. Es scheint sinn-
voll zu verlangen, dass diese Darstellung ebenfalls eineindeutig ist, d.h., dass zu jedem # genau ein Tripel (1, (2, (3).
Diese Forderung ist aber zu streng und schliefst daher niitzliche Koordinatensysteme aus. So ist in ebenen Po-
larkoordinaten der Winkel ¢ fiir ¥ = 0 offensichtlich nicht eindeutig bestimmt. Also verlangen wir nur, dass die
Abbildung fast dberall eineindeutig sein soll. (,Fast tiberall“ bedeutet iiberall bis auf eine Menge vom Maf Null,
d.h. in drei Dimensionen bis auf eine Menge mit verschwindendem Volumen. Das kann z.B. eine Fliche, eine Kurve
oder eine Menge von Punkten sein.) Fiir zwei Darstellungen ((1, (2, (3) und (x1, x2, x3) desselben Ortsvektors 7
in unterschiedlichen Koordinatensystemen fordern wir entsprechend, dass die Koordinatentransformation

x1 = x1(C1, €2, G3), (2.4)
= X2(<17<2ac3)7 (25)
= X3(Cla<25<3) 2.6

fast iiberall umkehrbar sein soll.

Diese Transformation ist an einem gegebenen Punkt umkehrbar, wenn infinitesimale Anderungen d¢; von (;
(¢ =1,2,3) dort eineindeutig (bijektiv) auf infinitesimale Anderungen dy; von x; (j = 1,2, 3) abgebildet werden.
Es gilt

dx; = x;(C1 +dC1, Ga + dC2, (3 + d(3) — x;(C1,C2,G3) = 82@ d¢i + % dCs + 5)(] dC3 Z 5)(3 dCz‘- (2.7)

Diese lineare Abbildung kénnen wir auch als Multiplikation mit einer Matrix schreiben,

oxa Oxa 9xa

dx1 gC 1 3C2 gﬂ d¢y
dyve | = | 52 e e g |, (2.8)
dxs dxs Oxs Oxs dgs

9¢1  9¢2  OC3



2.1. KOORDINATENSYSTEME 7

Die hier auftretende Matrix heifst Funktionalmatriz oder Jacobi-Matriz. Wir wissen, dass die lineare Abbildung in
Gl. (2.8) eineindeutig ist, wenn die Koeflizientenmatrix, also die Funktionalmatrix, invertierbar ist. Das ist genau
dann der Fall, wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d.h. wenn

O 9xa Oxa Ox1i 9xa 9xa
p G G OCa ¢ 9 9G
M-—dt Ox2 Ox2 Dxa | — |2 Dxa Dxaf 4 (2.9)
(9((1 G C&) = (1 9C2 9¢3 — |9 92 9Cs ’ .
1529 s Oxs Oxs O Oxs  Oxs
o¢1  9C  0Cs 1 9C2 OGs

Diese Grofe nennt man Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante. Wir fordern also, dass diese Jacobi-
Determinante fast iiberall von Null verschieden sein soll.

Die Koordinaten (¢, (2, (3) iiberziehen den Raum mit einem Netz, das durch die Koordinatenlinien gebildet
wird. Die Koordinatenlinien sind Raumkurven, die wir erhalten, indem wir alle bis auf eine Koordinate konstant
lassen. Zum Beispiel erhalten wir fiir jede Wahl von Konstanten (, = Céo) und (3 = C:go) eine (1-Koordinatenlinie

S, 0) (0
G (6L GV, ). (2.10)
Die Koodinatenlinien fiir kartesische Koordinaten sind Geraden, die ein rechtwinkliges Netz bilden:

y —— y—Koordinatenlinie
(x, z= const)

___x—Koordinatenlinie
(y, z= const)

X

Die r-Koordinatenlinien fiir ebene Polarkoordinaten sind am Nullpunkt beginnende Halbgeraden (Strahlen), die
¢-Koordinatenlinien sind konzentrische Kreise um den Nullpunkt:

y

_—— ¢ —Koordinatenlinie

(r= const)
X
__ r—Koordinatenlinie
(®= const)

Wir kénnen nun an jedem Punkt lokale Koordinatenachsen einfiihren. Diese bezeichnen die Richtungen, in denen
sich die Koordinaten (i, (2, (3 dndern. Diese Richtungen sind durch die natirlichen Basisvektoren

- or
h= G

(2.11)
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gegeben. Da bei der partiellen Ableitung nach (; die anderen Koordinaten konstant zu halten sind, liegt der
Basisvektor h; tangential zur (;-Koordinatenlinie. Es ist oft niitzlich, normierte Basisvektoren zu verwenden,
diese erhédlt man einfach aus

S

8 1= ——. (2.12)

il

=

Die Einheitsvektoren é1, és, é3 existieren fast iiberall und bilden fast iiberall ein Dreibein. Das Dreibein muss
nicht an jedem Raumpunkt gleich sein. Es muss auch nicht orthogonal sein. Wir werden allerdings im Folgenden
nur solche Koordinatensysteme verwenden, deren Einheitsvektoren (fast iiberall) orthogonal sind.

~

Wir ordnen dann die Einheitsvektoren é; o.B.d. A. so, dass sie ein Rechtssystem bilden. Damit gilt é; - é; = d;;
und é; - (é2 X é3) = 1 (das ist dquivalent zu (é; x é2) - é3 = 1, man muss sich also nicht merken, wo welches
Multiplikationszeichen steht).

An einem Ort 7 driicken wir einen beliebigen Vektor 5, der also nicht der Ortsvektor 7 sein muss, durch die
Einheitsvektoren é;(7) am Ort 7 aus:

b = by &1(7) + ba é2(F) + b &3(7). (2.13)

b kann z.B. die Geschwindigkeit oder die Beschleunigung eines Massenpunktes am Ort 7 sein. Wenn die Einheits-
vektoren é; orthogonal sind, erhalten wir durch skalare Multiplikation mit é; fiir die Komponenten

bi=é -b="b-é. (2.14)
Speziell fir den Ortsvektor haben wir natiirlich

Ti=6 - T="7T"¢. (2.15)
Es ist zu beachten, dass die Komponenten r; des Ortsvektors in (-Koordinaten nicht mit den Koordinaten (;

iibereinstimmen. Das Beispiel der Kugelkoordinaten wird dies gleich zeigen.

Infinitesimale Anderungen d¢; der Koordinaten ; fithren auf zwei weitere wichtige Gréfen: Zum einen kénnen
wir nach dem Abstand des neuen Punktes vom alten fragen. Der Abstandsvektor ist

L . or -
di = (G + dy, G + da, G5 + ds) — 7(C1, G2, G3) = a ¢ = h;dg;. (2.16)
Damit ist der Abstand, genauer das Linienelement,

(2.17)

:‘Zﬁidg .

o
ds = |dF| = ‘Z a% dg;
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Sind die Basisvektoren h; orthogonal, so vereinfacht sich dies zu (Satz von Pytagoras!)

= [ Il iy (2.18)

ds? = |k (d¢)? (2.19)

oder

(Satz des Pythagoras in drei Dimensionen). Das Linienelement ist wichtig fiir die Berechnung von Kurveninte-
gralen.

Zum anderen spannen die drei Verschiebungen d¢; entlang der Koordinatenlinien ein Parallelepiped auf. Sein
Volumen ist das Volumenelement

av := or gy - ( or dCe x — or dC3> = hy - (52 X 53) d¢y dCa d(s. (2.20)
0 0C2 (3

Sind die fzz orthogonal und bilden sie ein Rechtssystem, so wird dies zu
= | ||h2||hs| dCidCadCs. (2.21)

Allgemein lasst sich das Spatprodukt mit der Jacobi-Determinante in Verbindung bringen: Sind (z1, z2, z3) die
kartesischen Komponenten von 7, so ist

61‘1 6]}1 81‘1

6<6a> S e 2O O (on g | Oenmam)
0 NG " 0G) L, G 0G 9G |50 Be D0 T (1,6l Ga) '

91 9 9

mit dem Levi-Civita-Symbol €;;;. Zur Erinnerung: Es gilt

+1 wenn 4, j, k zyklische Vertauschung von 1, 2, 3,
€k =4 —1 wenn i, j, k antizyklische Vertauschung von 1, 2, 3, (2.23)
0  sonst.

Damit erhalten wir
(w1, w2, 23)

a(cla CQ; <3)
Diese Darstellung ist wichtig, wenn wir Volumenintegrale in beliebigen Koordinatensystemen ausrechnen wollen.

Den Gradienten- oder Nabla-Operator V definieren wir durch die Forderung, dass fiir das totale Differential
df einer skalaren Funktion f(7) gelten soll

av = Ay déa ds. (2.24)

) a9 = (5 e+ o dat 5 ) 1) = (Zh i) 1) = 5 (i 950) ds
(2.25)
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wobei Gl. (2.16) verwendet wurde. Nach der Kettenregel gilt andererseits

of
df () = Z ac % (2.26)
Da die d¢; (fast iiberall) linear unabhiingig und beliebig sind, miissen die Koeffizienten der d¢; {ibereinstimmen:
Lo of
hy - Vf(r)=—=—, 2.27
£7) = 5 (227)
fir i = 1,2, 3, also
. 1 of
€; - Vf r)=—=" . 2.28
"= (2.28)
Da dies fiir alle differenzierbaren Funktionen f(7) gelten soll, kénnen wir fiir die (-Komponenten von V schreiben
- 1 0
|hi| 9Gi (229)
Wenn die é; orthonormal sind, kénnen wir nun den Nabla-Operator schreiben als
o L e & 0 hi O
V= éi(é-V)= — — = = . 2.30
20 = e = 2 i G (20

Die Reihenfolge der Faktoren ist hier wesentlich. é; und hi héngen i.A. von den Koordinaten (; ab, so dass wir
sie nicht einfach an der Ableitung 0/9¢; vorbei ziehen diirfen.

2.1.1 Kartesische Koordinaten

Fiir kartesische Koordinaten (x1,z2,23) = (,y,2) sind die Koordinatenlinien wie erwahnt Geraden, die ein
rechtwinkliges Netz bilden. Die natiirlichen Basisvektoren sind orthogonal und bereits normiert, ﬁl = ¢é;. Das
Dreibein ist im gesamten Raum gleich. Wir schreiben die Einheitsvektoren auch als é; = %, é5 = ¢, és = 2. Die
Komponentendarstellung b=byd+ b,y + b,z schreiben wir auch als b= (by, by, b.). Wenn nichts anderes gesagt
ist, meinen wir damit die Komponenten in kartesischen Koordinaten. Wir schreiben b in kartesischen Koordinaten
auch als Spaltenvektor,

by
b= |b,|. (2.31)
b,

Manchmal ist es niitzlich, zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren zu unterscheiden. Sie héangen durch eine Trans-
position — die Vertauschung von Zeilen und Spalten — zusammen und man schreibt

b, \" b
(bz, by, b2) = | by und by | = (ba, by, 0.)T. (2.32)
b, b,

Wir treffen diese Unterscheidung in dieser Vorlesung meist nicht.
Das Linienelement ds erfiillt die einfache Beziehung

ds® = da® + dy?® + d2* (2.33)
und das Volumenelement ist 5
av = 2892 e = dedyde. (2.34)
I(z,y,2)

Der Nabla-Operator lautet
- 0 0 0 o 0 0
Vz.fﬁ-i-:lj—f—ﬁE(). (2.35)
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2.1.2 Kugelkoordinaten

11

Es bietet sich an, krummlinige Koordinatensysteme mittels der bereits bekannten kartesischen Koordinaten zu
definieren. Fiir Kugelkoordinaten (sphérische Polarkoordinaten) haben wir die Abbildung

Damit lauten die natiirlichen Basisvektoren, ausgedriickt in kartesischen Koordinaten,

Die Normierung ist einfach, wir erhalten

z =1 sinf cos ¢, (2.36)
y = r sin @ sin ¢, (2.37)
z=r cosb. (2.38)
S, sin @ cos ¢
= % = | sinfsing |, (2.39)
" cosf
= oF cos 6 cos ¢
hg = =" cosf sing |, (2.40)
—sind
. oF —sin @ sin ¢
hg = 56 =" sin 0 cos ¢ (2.41)
¢ 0
. sin @ cos ¢
7=h,=|sinfsing |, (2.42)
cosf
7 cos 6 cos ¢
0==2=cosOsing |, (2.43)
—siné
R Pt —sin ¢
o= rsii@ =| cos¢ (2.44)
0

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Einheitsvektoren orthogonal sind und ein Rechtssystem bilden. Offenbar ist
das Dreibein hier vom Ort 7 abhéngig. Eine kompaktere (und koordinatenfreie) Darstellung ist

f:;, (2.45)
0=¢xr, (2.46)
N ZXT ZXT

= = . 2.4
= XA T snd (2.47)

Fiir den Ortsvektor konnen wir offensichtlich schreiben 7 = r 7. Wir sehen explizit, dass die 8- und ¢- Komponenten
von 7 verschwinden. Sie stimmen also nicht mit den Kugelkoordinaten 6, ¢ des durch 7 dargestellten Raumpunktes
iiberein. Hier ist keine Information verloren gegangen, da 7 von 6 und ¢ abhéngt.
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Breitenkreis

<

X

Die Anderung di von 7 kénnen wir ebenfalls nach den Einheitsvektoren zerlegen,

or or or

dif = o~ dr +4—d0+4gd¢:iﬁdr+7%d9+ﬁ¢¢ﬁ:drf+rd9é+r$n0d¢& (2.48)
wobel wir Glg. (2.42)—(2.44) verwendet haben (siche auch die Skizze). Daraus folgt sofort fiir die Geschwindigkeit
Lo dr L R

vzazrr—krﬂﬁ—&—rsm&gbqﬁ. (2.49)

Wiéhrend sich ¢ unmittelbar aus dr’ ergibt, ist die Beschleunigung a = ¥ = 7 deutlich komplizierter, da die
Einheitsvektoren 7,6, ¢ von 7 und damit von ¢ abhéngen. Wir finden (Produktregel)

G PP+ 7P 40+ r00+100+7sin0dd+rfcosOdd+rsinfdd+rsingds. (2.50)

I3 dr or —rr
P= = /+90+sm9¢¢ / (2.51)

d Zxr Zxrsinf — 2z x rlcosb

(5 —

Hier ist

und

dt sinf sin? 0
2x (00 +sin0dgp) - 0cosh AHM . 0
= : g = A+ PEX P ¢
sin 0 sin 0 sin 0 51n9
= ¢(—sinfF —cos00) = —sin ¢7 — cos 0 ¢ 0 (2.52)
und schlieftlich
é:%(quf) :qéxf+<2>x?z—cosﬂd)éxf—l—éq@xé:cosﬁgéqg—éf. (2.53)

Also ergibt sich fiir die Beschleunigung in Kugelkoordinaten
a= (i —r6? —rsin®00>) 7 + (70 + 10 + 10 — rsin  cos 0 ¢*) 0
+ (fsin@q'ﬂrrécos@q'ﬂrfsin0$+rt9'cos€q§+rsin9g5)g{)
= (i — 0% — rsin®0¢?) 7 + (270 + r6 — rsind cosf ¢?) 0 + (27 sin 6 ¢ + 2rf cos 0 ¢ + rsin 6 §) . (2.54)

Das ist erstaunlich kompliziert.



2.1. KOORDINATENSYSTEME 13

Das Linienelement ds erfiillt
ds? = |h, > dr? + |hg|? dO? + |hg|? dg? = dr? + 1% d6? + r? sin® 0 d¢? (2.55)

und das Volumenelement ist

dv = ‘m dr d0 dg = |, ||h||By| dr d6 dp = r2 sin 0 dr dO do. (2.56)
Fiir den Nabla-Operator erhalten wir
- & 0 9 00 o 0
= = = —_— - - 2'
v Z|hi| o¢, ~"or "7 06 T reind 06 (2:57)

i
Es ist erhellend, die Gradienten der Koordinaten r, 8, ¢ zu bestimmen. Wir finden

61":73%:

5 (2.58)

R

Das ist plausibel: 7 ist definiert als Einheitsvektor in der Richtung, in der sich 7 dndert, daher muss Vr zumindest
parallel zu 7 sein. Ebenso sollten V@ || § und V¢ || ¢ gelten. Das finden wir auch explizit:

Vo = %é, (2.59)
- 1.
Ve = rsinf (2.60)
2.1.3 Zylinderkoordinaten
z
Z
/&j\/ﬁ
[
|
|
2|
~ Yy
|y

8

Fiir Zylinderkoordinaten p, ¢, z fassen wir hier nur die Ergebnisse zusammen, die Herleitungen sind analog. Die
kartesischen Koordinaten héngen mit den Zylinderkoordinaten geméfs

T = p cosQ, (2.61)
y = p sin ¢, (2.62)
z=z (2.63)

zusammen. Es ist 7= pp+ 2z 2 und dr = dpﬁ—&-pd(bé—&—dzé, also

A7 .
T="=pp+ppd+2s (2.64)

Man erhélt auch . . ..
i=(p— pe®) p+ (pd + 2p) b + £ 2. (2.65)
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Das Linienelement erfillt
ds?® = dp? + p? do? + dz* (2.66)
und das Volumenelement ist
dV =pdpdpdz. (2.67)

Der Nabla-Operator lautet R
- o ¢ 0 0
V=p—+-—+2—. 2.68
P ap + p O¢ +z 0z ( )
Ebene Polarkoordinaten erhalten wir natiirlich einfach durch die Setzung z = 0, wobei man dann oft r statt p
schreibt.

2.1.4 Natiirliche Koordinaten

Wenn wir die Bewegung eines Massenpunktes beschreiben wollen, bietet es sich manchmal an, an jedem Punkt
der Bahnkurve ein der Bahn angepasstes Dreibein zu wéhlen. Wir definieren zunéchst die Bogenlinge s als die
vom Massenpunkt zwischen den Zeiten ¢y und t zuriickgelegte Strecke. s ist der Skalar

S(t>=/t:ds(t’)z/t: |d(t"))| :/t:dt/ dr

nicht sehr niitzlich fiir Berechnungen

t
= [ dt'|v(t)]. (2.69
- / 5t )

s parametrisiert die Bahnkurve, d.h. jeder Punkt 7 auf der Bahnkurve wird durch einen Wert von s charakterisiert.
Dieser Wert von s ist der Abstand des Punktes ¥ vom Ausgangspunkt #(¢o) entlang der Bahnkurve.
Es gibt nun die folgenden drei ausgezeichneten Richtungen bzw. Einheitsvektoren am Punkt 7

e Den Tangenteneinheitsvektor t, dieser ist tangential zur Bahn, also parallel zur Geschwindigkeit und zeigt
in dieselbe Richtung (Vereinbarung!). Also gilt

dr dr

f T _ i el g _ A

i:= @ a4 = ds (2.70)
dt dt

e Den Normaleneinheitsvektor i: £(s) sndert sich i.A. entlang der Bahn, eine zweite ausgezeichnete Richtung
ist die, in der sich ¢ dndert, das ist die Richtung von dt/ds. Da t Einheitsvektor ist, steht dt/ds senkrecht
zut: 0 =dl/ds = (d/ds)t-t = 2t-dt/ds. Den Normaleneinheitsvektor 7 definieren wir durch Normierung

di
o ds

= 2 2.71
him (271)
ds

Der Betrag ’df/ds| hat eine wichtige geometrische Bedeutung: « := |df/ds| ist die Kriimmung der Bahn
und p := 1/k ist der Kriimmungsradius, d.h. der Radius eines Kreises, der sich am Punkt 7 an die Bahn
anschmiegt. Also ist 7 = pdt/ds.

7(1)

~|

Ist die Bahn am Ort 7 nicht gekriimmt, so kénnen wir 7 orthogonal zu £ beliebig wihlen.
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e Den Binormaleneinheitsvektor b := £ x f. Die Einheitsvektoren i, n, b bilden ein rechtshandiges Dreibein,
das begleitende Dreibein.

Wir betrachten noch den Spezialfall, in dem b = by = const ist. Dann liegen zu allen Zeiten sowohl 7 || £ als
auch df/ds || 7 in der zu by senkrechten Ebene. Da ¥ zu allen Zeiten in dieser Ebene liegt, liegt der Ort

7it) = ) + [ ar () (2.72)

zu allen Zeiten in der zu by senkrechten Ebene durch den Aufpunkt 7(to). Also finden wir fiir b = by = const
eine ebene Bahn.

In natiirlichen Koordinaten ist 7 nicht einfach auszudriicken, aber © und @ sind es. Es ist nimlich & = v# (nach
Definition). Mit v = ds/dt = $ folgt

T=3st (2.73)
und
di
a= dit) =0t+uvt Kettenregel
. .did . &2
= i sd—d—i:§t+%ﬁ. (2.74)

no=: a;t + a,n (2.75)

nennen wir a; die Tangentialbeschleunigung und a,, die Normalenbeschleunigung.

2.2 Gleichmafiig beschleunigte Bewegung

Eine gleichméfig beschleunigte Bewegung ist durch @ = const = d charakterisiert. Dies ergibt offenbar

ﬁ(t) = ’U(to) + dyp (t - to), (276)
hned
Fit) = Flto) + 70 (£~ to) + %ao (t — to)2. (2.77)

¥(t) liegt in der von ¥y und dp aufgespannten Ebene.
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Daher liegt die gesamte Bahnkurve in der Ebene durch den Punkt 7, aufgespannt durch ¢y und dy. Der Binor-
maleneinheitsvektor ist damit konstant und, wie die Skizze zeigt, gegeben durch

b= M (2.78)
[T X% do|
Der Tangenteneinheitsvektor ist #(t) = #(t)/|7(t)| = #(t)/v(t) und der Normaleneinheitsvektor demnach
i) = b x () = U)X (2.79)
Wir wihlen ein Koordinatensystem mit 7o = 0, 2 L U, dp und § := do/ag. Dann ist
x = vz (t — to), (2.80)
y =gy (t—to) + %ao (t —to)?, (2.81)
2 =0. (2.82)
Es folgt t — to = x/vp, und damit
y = Zzz + 2% 2 (2.83)

Das ist die Gleichung einer Parabel, wie erwartet.

2.3 Kreisbewegung

Wenn wir schon wissen, dass die Bahnkurve ein Kreis oder ein Teil eines Kreises ist, konnen wir 2 = b senkrecht zur
Bahnebene und den Koordinatenursprung im Kreismittelpunkt wéhlen. Dann sind die natiirlichen Koordinaten
ebene Polarkoordinaten.

y
i=¢
ra"h —f
o
X
R
Dann ist ¢ = (;37 n = —7 und

r = |F] = const = R, (2.84)
= R4, (2.85)
= —R$F+ R (2.86)

(vgl. Abschnitte 2.1.3 und 2.1.4). Hier ist a, = —R(b.?. die Normalenbeschleunigung, die fiir Kreisbewegungen
Zentripetalbeschleunigung genannt wird, und ay, = R¢ die Tangentialbeschleunigung. Wir definieren noch die
Winkelgeschwindigkeit w := ¢, dann ist

v = Rw, (2.87)



2.3. KREISBEWEGUNG 17

a, = —Rw?, (2.88)
ay = Rw. (2.89)

Man definiert auch die vektorielle Winkelgeschwindigkeit & := wb = w2. Mit dieser Definition gilt
GXF=wixri=wR¢=7. (2.90)

Ist w = const, so spricht man von einer gleichformigen Kreisbewegung. Diese hat eine nicht verschwindende
Zentripetalbeschleunigung, aber eine verschwindende Tangentialbeschleunigung.
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Kapitel 3

Newton-Mechanik

In diesem Kapitel werden wir die Axiome der Newtonschen Mechanik formulieren und motivieren. Dabei werden
wir uns bei den wichtigen Begriffen der Kraft und der (trdgen) Masse auf die Sinneserfahrung berufen miissen.
Wir diskutieren anschliefend wichtige Beispiele fiir Kréfte.

Jede physikalische Theorie enthélt Aussagen, die im Rahmen der Theorie selbst nicht hergeleitet werden
kénnen. Diese nennt man die Aziome der Theorie. Die Axiome werden durch den Vergleich von Voraussagen der
Theorie mit Beobachtungen gerechtfertigt. Versuche, die Physik rein deduktiv zu begriinden, gehen schon zuriick
auf Plato. Auch in der modernen Naturphilosophie wurde versucht, zu zeigen, dass die Naturgesetze nur genau so
sein konnen, wie sie sind, z.B. von Carl Friedrich von Weizsécker. Dieses Programm war bisher nicht erfolgreich.
Oft wurden Axiome in der Geschichte der Physik spéter im Rahmen einer fundamentaleren Theorie hergeleitet,
deren Axiome aber wieder durch Beobachtungen gerechtfertigt werden miissen.

Aus den Axiomen lassen sich Folgerungen ziehen, die iiber die zur Bestétigung der Theorie notwendigen
hinausgehen. Diese zusétzlichen Aussagen stellen den eigentlichen Mehrwert der Theorie dar.

3.1 Die Newtonschen Axiome

3.1.1 Das Trigheitsgesetz

Es ist nicht nur unméglich, im Rahmen einer bestimmten Theorie alle ihre Aussagen zu beweisen, man kann sie
noch nicht einmal formulieren. Da sich physikalische Theorien auf die reale Welt beziehen, machen sie Aussagen
iiber Kategorien, die nicht innerhalb der Theorie (mathematisch) definiert werden kénnen. In der Newtonschen
Mechanik ist eine solche Kategorie die Kraft. Wir sehen daher den Begriff der Kraft als durch unsere Sinneserfah-
rung hinreichend genau definiert an — z.B. beim Halten eines Gewichts im Schwerefeld. Es ist auch anschaulich
klar, dass die Kraft mit einer Richtung behaftet ist, sie ist daher eine vektorielle Grofe.

Ist die Kraft auf diese Weise eingefiihrt, konnen weitere Begriffe mathematisch definiert werden. Fiir die
Formulierung des 1. Newtonschen Axioms bendtigen wir insbesondere folgende Begriffe:

Definition: Ein krdftefreier Korper ist ein Korper, auf den keine dufleren Krafte wirken.

Definition: Ein Bezugssystem ist ein Koordinatensystem im vierdimensionalen Raum, der von den drei rdumli-
chen Richtungen und der Zeit aufgespannt wird. Fiir feste Zeit ¢ ergibt sich ein Koordinatensystem im Realraum,
das nicht fiir alle ¢ dasselbe sein muss.

1. Newtonsches Axiom (Tragheitsgesetz): Es existieren Bezugssysteme, in denen jeder kriftefreie Korper eine
geradlinige, gleichformige Bewegung ausfiihrt. Dies schlieft die Moglichkeit ein, dass er in Ruhe verharrt. (Man
nimmt hierbei meist ohne besondere Erwihnung an, dass der Korper keine Materie abgibt oder aufnimmt.)

Definition: Solche Bezugssysteme heifsen Inertialsysteme.

Also lautet das 1. Axiom kurz: ,Es gibt Inertialsysteme“. Ubrigens hat schon René Descartes formuliert, dass
der natiirliche Zustand eines ungestorten Korpers der der geradlinigen, gleichférmigen Bewegung ist.

19
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3.1.2 Das Bewegungsgesetz

Wir wissen aus der Erfahrung, dass wir eine grofere Kraft ausiiben miissen, um eine Eisenkugel auf eine be-
stimmte Geschwindigkeit zu beschleunigen als einen gleich groften luftgefiillten Ball. Die beiden Korper setzen
ihrer Beschleunigung einen unterschiedlich groffen Widerstand entgegen. Als zweite, nicht innerhalb der Me-
chanik zu definierende Grofe fiihren wir die trdge Masse m; als Maf fiir den Widerstand von Korpern gegen
Bewegungsénderungen ein. Die tridge Masse hat keinen Richtungssinn und ist daher eine skalare Grofe.

Definition: Das Produkt aus trager Masse m; und Geschwindigkeit ¢ heifst Impuls p':= m.v.

2. Newtonsches Aziom (Bewegungsgesetz): In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses eines Kérpers
pro Zeiteinheit zur angreifenden Kraft proportional und parallel,

- d

Frp= - (). (3.1)

Wir wihlen die Mafeinheiten von Kraft und Masse so, dass Gleichheit gilt:
F=p. (3.2)

Diese Gleichung nennen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung. Ist die Masse konstant, so gilt

—

Dann ist @ = F /my. Dies ergibt eine Methode, das Verhéltnis von Kraft und trager Masse (unter Verwendung
von Mafsbdndern und Uhren) zu messen, aber nicht eine der beiden Grofen fiir sich allein.

3.1.3 Das Reaktionsprinzip

Wenn wir auf glattem Eis versuchen, eine schwere Person wegzuschieben, finden wir, dass wir uns iiberwiegend
selbst in die entgegengesetzte Richtung schieben. Offenbar {ibt die andere Person eine Kraft auf uns aus, ohne
selbst etwas zu tun. In quantitativer Form ist das der Inhalt des 3. Axioms:

3. Newtonsches Axiom (Reaktionsprinzip): Die Kraft ﬁlg, die ein Korper 2 auf einen Korper 1 ausiibt, und
die Kraft Fy; des Korpers 1 auf Korper 2 sind betragsméfig gleich und entgegengesetzt gerichtet,

ﬁgl = —ﬁlg. (3.4)

Folgerung: Wir kénnen nun die trige Masse m; selbst messen, nicht nur das Verhaltnis F /my. Dazu betrachten wir
folgendes Gedankenexperiment. Zwei Blocke mit den Massen m und mo gleiten reibungsfrei auf einer Ebene. Eine
gestauchte Feder zwischen den Blocken kann eine Kraft auf sie ausiiben, ist aber nicht fest mit ihnen verbunden:

—

fpy By
<>

Bp Fp
-

m
mo Oy

Wir stauchen die Feder und halten die Massen in Ruhe. Dann gilt
—Fip = Fp1 = —Fpy = Fop (3.5)

3. Axiom 3. Axiom

(ﬁl r ist die Kraft, die die Feder auf Masse 1 ausiibt usw.). Das mittlere Gleichheitszeichen gilt, weil die Feder

unbeschleunigt (in Ruhe!) ist und daher die Gesamtkraft Fpi 4+ Fpy auf die Feder verschwinden muss (1. Axiom).
Nach dem 2. Axiom folgt nach dem Loslassen

- mld’l = M262. (36)
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Fiir die Betrige folgt m;/ms = ag/a;. Damit konnen wir das Verhéltnis einer Probemasse zu einer bekannten
Masse iiber die messbaren Beschleunigungen bestimmen. Dann brauchen wir nur noch eine Referenzmasse, d.h.
ein Massennormal, um eine Masseneinheit (das Kilogramm) zu definieren. Damit kénnen wir dann {iber F =ma
auch Krifte messen und eine Einheit (1 Newton := 1kgm/s?) festlegen.

Wir werden in Abschnitt 4.2 ein Beispiel diskutieren, bei dem das Reaktionsprinzip nicht gilt.

3.1.4 Das Superpositionsprinzip

Das Superpositionsprinzip ist eigentlich ein zusétzliches Axiom, was Newton auch bewusst war, wurde von ihm
aber nicht als gleichberechtigtes Axiom bezeichnet, vielleicht, weil es ihm selbstverstindlich schien. Die Aussage
ist: Wirken zwei oder mehr Krifte F; auf einen Kérper, so ist die gesamte Kraft (die im 2. Axiom auftritt) die
vektorielle Summe L = B
F=F+F+..=> F. (3.7)
7

3.1.5 Kraftfelder

Es ist sinnvoll, Kréfte begrifflich von den Kérpern, auf die sie wirken, zu trennen.

Definition: Ein Kraftfeld F (7,7 t) ist die Kraft, die an einem Ort 7 zur Zeit ¢ auf einen Testkorper mit der
Geschwindigkeit 7 wirken wiirde.

Das Kraftfeld ist also insbesondere an jedem Punkt definiert, egal ob sich dort ein Massenpunkt befindet oder
nicht. Das macht es zu einem Feld. Es kann zusétzlich von der Zeit ¢ und von der Geschwindigkeit zur Zeit t
abhéngen. Hohere Ableitungen von 7(¢) kommen in fundamentalen Kréften nicht vor. Sie werden daher in der
Mechanik meist nicht behandelt. Man konnte aber natiirlich einen Roboter konstruieren, der seine Bewegung 7(t)
misst und daraus alle Ableitungen 7(t), 7(t), ... berechnen kann. Der Antrieb kénnte dann so geregelt werden,
dass die Krift von diesen abhéngt, z.B. in der Form

F(t)=—a7 (). (3.8)

3.2 Beispiele fiir Krafte
3.2.1 Gewichtskraft

Wir wissen aus Erfahrung, dass die oben genannte Eisenkugel schwerer ist als der gleich grofe Ball. Das hat
zunéchst nichts mit ihrer trdgen Masse zu tun — die Kugel ist auch schwerer, wenn wir sie ohne Beschleunigung
halten. Korper haben also eine weitere Eigenschaft, die wir schwere Masse mg nennen, und die fiir die Eisenkugel
grofer ist als fiir den Ball. Wir beobachten, dass auf Korper eine Kraft Fy in der Richtung nach ,unten* wirkt,
die umso grofer ist, je schwerer der Korper ist. Wir definieren die schwere Masse m durch

F, =:m.g. (3.9)
Das ist noch nicht eindeutig, da wir den Betrag von § noch nicht definiert haben (die Richtung ist nach ,unten).
Nach dem 2. Axiom gilt fiir den freien Fall

md =ms§ = — =0 ==. (3.10)

Nun kénnen wir fiir irgendeinen Probekorper g = a festlegen, dann gilt fiir diesen Korper m; = mg. Die zunéchst
erstaunliche Beobachtung ist, dass dann fiir alle Korper die trige und die schwere Masse iibereinstimmen, m; =
mg. Das ist innerhalb der Newton-Mechanik nicht zu begriinden, weist also auf grundlegendere Zusammenhénge
hin. Tatséchlich erweist sich die Ubereinstimmung als natiirliche Konsequenz der Allgemeinen Relativitiitstheorie.
Wir lassen daher den Index ,,t oder ,,s weg. Fiir einen Massenpunkt unter Einfluss der Schwerkraft gilt also

—

mi=mr=mg < r©=4g. (3.11)

Das ist gerade der Fall konstanter Beschleunigung aus Abschnitt 2.2, wir erhalten also als Bahn eine Parabel.
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3.2.2 Gravitationskraft

Fiir einen Kérper, dessen Abstand vom Erdmittelpunkt sich signifikant &ndert, beobachtet man keine konstante
Kraft Fs bzw. Beschleunigung g. Stattdessen gilt fiir die Kraft zwischen zwei Massen M und m (z.B. Erde und
Satellit) das Newtonsche Gravitationsgesetz

F(#) = ”ji” . (3.12)

Hier sind # = r# der Abstandsvektor und + die Gravitationskonstante, v ~ 6,67 x 10~ m3/kgs?, eine Natur-
konstante. Beachte, dass v in SI-Einheiten klein ist. Also muss mindestens eine der Massen grof sein, um eine
nennenswerte Gravitationskraft zu erhalten. Die Gravitationskraft ist immer anziehend.

3.2.3 Coulomb-Kraft

Die Kraft zwischen zwei Ladungen ¢; und g2 hat eine sehr dhnliche Form, ndmlich das Coulomb-Gesetz

= 1 qqe .
F = —= 7. 3.13
(") 4dmeg 12 " ( )

Die Herleitung wird in der Elektrodynamik-Vorlesung erfolgen. Dass Gravitations- und Coulomb-Kraft dieselbe
1/r2-Form haben, liegt letztlich daran, dass beide durch masselose Teilchen vermittelt werden (Gravitonen bzw.
Photonen). Die Coulomb-Kraft kann anziehend (fiir g;¢g2 < 0) oder abstofend (fiir ¢1g2 > 0) sein.

Gravitations- und Coulomb-Kraft sind Beispiele fiir Zentralkrdifte. Das sind alle Krifte der allgemeinen Form

F = f(F,7t) 7. (3.14)

Zentralkrifte sind also entlang des Abstandsvektors 77 = r zweier Massenpunkte gerichtet. Beachte, dass nicht all-
gemein gefordert wird, dass der Betrag f nur von 7 oder gar nur vom Abstand r abhéngt (fiir die Gravitationskraft
und die Coulomb-Kraft ist das aber der Fall). Die folgende Skizze zeigt also auch eine Zentralkraft:

z

A /

~

\

7

7 ™

~ Al
-7

/

/ \

3.2.4 Lorentz-Kraft

Auf eine Ladung ¢ in einem allgemeinen elektromagnetischen Feld wirkt die Lorentz-Kraft
F = qE 4 q7 x B, (3.15)
mit dem elektrischen Feld E und dem magnetischen Induktionsfeld B , oder ausfiithrlicher
F(7,7t) = qE(F,t) + qF x B(7,t). (3.16)

Das ist das wichtigste Beispiel fiir eine geschwindigkeitsabhingige Kraft.
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3.2.5 Federkraft

Fiir eine Feder gilt ndherungsweise das Hookesche Gesetz F' = —kx (in einer Dimension).
x
—_—
m

TV

ohne Reibung

Die Kraft ist proportional zur Auslenkung und ihr entgegengesetzt gerichtet. Dieses Kraftgesetz beschreibt den
harmonischen Oszillator. Wir werden spéter in dieser Vorlesung und auch in der Quantenmechanik sehen, dass
der harmonische Oszillator weitaus wichtiger ist, als man vermuten kénnte. Ein Grund dafiir ist, dass sich fast
jedes System gegeniiber kleinen Auslenkungen aus dem Gleichgewicht wie ein harmonischer Oszillator verhélt. Die
offensichtliche Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes auf drei Dimensionen lautet F = —k¥ (die Federkraft
ist also eine Zentralkraft).

3.2.6 Reibungskrifte

Das sind Krifte, die der Bewegung eines Korpers entgegen wirken und demnach seiner Geschwindigkeit gegeniiber
dem Medium bzw. der Unterlage entgegen gerichtet sind. Ihre Herleitung aus fundamentalen Kréften ist schwierig
— dazu muss man die mikroskopischen Kréfte zwischen den Atomen der aneinander reibenden Medien betrachten
und es tragen sehr viele Atome bei. Man findet ndherungsweise folgende Formen:

e Gleitreibung: F' = —pgF 0 mit © := /|7] = . pg ist der dimensionslose Gleitreibungskoeffizient. F| ist
die Normalkraft, d.h. die Kraft, mit der der Korper auf der Unterlage lastet. (Es geht nur deren Betrag
ein, also ist es nach dem Reaktionsprinzip gleichgiiltig, ob wir die Kraft der Unterlage auf den Korper
betrachten oder die Kraft des Korpers auf die Unterlage.) Die Gleitreibung ist unabhéngig vom Betrag
der Geschwindigkeit. Beispiel: Auto mit blockierenden Bremsen. Rollreibung hat dieselbe Form mit einem
kleineren (Rollreibungs-) Koeffizienten pg.

e Stokessche Reibung: F=—ar= —aw?, fiir langsame Bewegung in einer Fliissigkeit oder einem Gas.

e Newtonsche Reibung: F = —pv?0, fiir schnelle Bewegung in einer Fliissigkeit oder einem Gas, bei der
Turbulenz auftritt. Hier ist die Nihrung I ~ v? besonders ungenau — es gibt keinen fundamentalen Grund
flir eine quadratische Abhéngigkeit.

3.3 Wechsel des Bezugssystems und Scheinkrafte

Das 1. Axiom postuliert die Existenz von Inertialsystemen, also von Bezugssystemen, in denen fiir kriftefreie
Korper ¥ = const gilt, also ma = 0. Die Definition von Inertialsystemen macht schon klar, dass diese in der
Newton-Mechanik eine besondere Rolle spielen. Es ist naheliegend zu fragen, ob es mehr als ein Inertialsystem
gibt und, wenn ja, wie man alle Inertialsysteme finden kann.

Dariiberhinaus ist es oft niitzlich, Bezugssysteme zu betrachten, die keine Inertialsysteme sind. Ein Beispiel
ist das mit der Erde mitrotierende Bezugssystem. Dann gelten die Newtonschen Axiome nicht und wir miissen
herausfinden, wie wir dennoch Bewegungsgleichungen aufstellen kénnen. Transformationen, die nur die rdumli-
chen Koordinaten betreffen, miissen wir hier nicht betrachten; sie konnen mit den Methoden aus Abschnitt 2.1
durchgefiihrt werden. Sie sind auch unerheblich fiir die Definition von Inertialsystemen, da diese von der Wahl des
raumlichen Koordinatensystems unabhéngig ist. Wir koénnen daher z.B. kartesische rdumliche Koordinaten mit
derselben Lingeneinheit zu jedem Zeitpunkt ¢ annehmen. Dann kann ein Bezugssystem S’ aus einem anderen, S,
durch beliebige, zeitabhéngige Kombinationen von Translationen und Rotationen hervorgehen.
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3.3.1 Translationen und Galilei-Transformation

Wir nehmen an, dass die zwei Bezugssysteme S, S” zur Zeit t = 0 zusammenfallen. S sei ein Inertialsystem,
d.h. ohne #ukere Krifte gelte mi* = 0. S’ gehe aus S durch eine zeitabhingige Translation E(t ) hervor. (Nach
Voraussetzung ist £(0) = 0.) S’ ist genau dann auch ein Inertialsystem, wenn fiir Koordinaten 7/ in S’ ebenfalls
mi’ = 0 gilt. Nun ist

R+

(3.17)

Es folgt 7 = R+ 7" und damit mi"’ = M — mR. Dies ist genau dann gleich Null, wenn R=0 gilt, also fiir
V := R = const und R = Vt. Durch Translation erhilt man also genau dann wieder ein Inertialsystem, wenn
sich S’ mit konstanter Geschwindigkeit relativ zum Inertialsystem S bewegt. Fiir die raumlichen Koordinaten gilt
dann

F=Vit+7. (3.18)

Mit der zeitlichen Koordinate haben wir iiberhaupt nichts gemacht, also gilt
t=t. (3.19)

Zusammen bilden diese Abbildungen eine Galilei- Transformation. Wir werden sehen, dass Rotationen keine zu-
sétzlichen Inertialsysteme erzeugen, also sind die Galilei-Transformationen die allgemeinsten Transformationen,
die die Zeit invariant lassen und Inertialsysteme ineinander iiberfiithren.
Wirkt eine Kraft, so gilt in S (2. Axiom)
F = mi (3.20)

Fiir die Galilei-Transformation gilt 7/ = 7— V¢, also ' = 7 und m#*’ = m#. Das 2. Axiom behilt also seine Form

bei, wenn wir einfach
F'=F (3.21)

setzen Die Kraft dndert sich unter Galilei-Transformation nicht. Wir sollten aber F' durch die transformierten
7,7 ausdriicken, falls die Kraft F von 7,7 abhéngt.
Bei einer beliebigen Translation von S’ relativ zu S (i.A. keine Galilei-Transformation) gilt

7(t) = R(t) + 7' (t) (3.22)

und damit .
mi = mR + mr’. (3.23)

Im Inertialsystem S gilt £ = mi*. Wir wollen die Kraft F' in S’ so definieren, dass das 2. Axiom F/ = m#"’ auch in
S’ gilt. Die Newtonschen Axiome sprechen nur iiber Krifte in Inertialsystemen, wir haben also die Freiheit, festzu-
legen, was wir mit Kréften in Nicht-Intertialsystemen meinen. Unsere Definition sorgt dafiir, dass das Newtonsche
Bewegungsgesetz auch in Bezugssystemen mit beschleunigter Translation dieselbe Form wie in Inertialsystemen
behilt. Sie stellt damit sicher, dass wir auch in solchen Bezugssystemen Krifte iiber Beschleunigungen messen
kénnen. Es folgt

F' =mi" =mi —mR = F —mR. (3.24)
Wir konnen die Newtonsche Bewegungsgleichung also auch in S’ verwenden, wenn wir zur Kraft eine Scheinkraft

oder Trdagheitskraft —mR addieren. Der Begriff ,Scheinkraft” ist etwas irrefithrend. Man spricht von Scheinkréften,
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weil sie nicht auf fundamentalen Kraften beruhen, sondern nur auf der Wahl eines beschleunigten Bezugssystems.
Scheinkréfte haben sehr wohl messbare und fithlbare Auswirkungen. Wir fiihlen sie z.B., wenn wir in einem ICE
bei einer Vollbremsung in oder gegen die Fahrtrichtung zu laufen versuchen. In der Allgemeinen Relativitétstheorie

geht man noch einen Schritt weiter: Hier sieht man, dass die Tragheitskraft —mR und die Gewichtskraft mg nicht
fundamental verschieden sind.

3.3.2 Rotationsmatrizen

Als Vorbereitung fiir die Betrachtung von Rotationen von Bezugssystemen ist es niitzlich, sich zu vergegenwérti-
gen, wie sich Vektoren unter Rotationen &ndern. Rotationen sind spezielle Transformationen, die drei Bedingungen
erfiillen:

1. Sie lassen die Norm (die Lénge) aller Vektoren invariant.
2. Sie erhalten die Winkel zwischen Vektoren.
3. Sie tiberfithren jedes Rechtssystem von Vektoren in ein Rechtssystem.

Wie koénnen wir Rotationen mathematisch darstellen? Wir beobachten noch, dass es bei Rotationen in drei
(und mehr) Dimensionen, aber nicht in zwei Dimensionen, auf die Reihenfolge ankommt. Man sieht leicht durch
Ausprobieren, dass man nicht dasselbe Ergebnis erhélt, wenn man einen Koérper um 90° um die (beliebig, aber fest
definierte) x-Achse und dann um 90° um die y-Achse dreht, oder wenn man die Drehungen in der umgekehrten
Reihenfolge ausfiihrt. Rotationen kommutieren also nicht.

Die Nichtkommutativitdt und die Bedingung 1 legen nahe, dass eine additive Vorschrift der Form V=>b+R
nicht zum Ziel fiithrt. Daher probieren wir die Multiplikation mit einer Matrix:

= _»€>q
¥ = Rb. (3.25)

ARG Aand

Matrixmultiplikation ist i.A. nicht kommutativ, d.h. RS # SR.

<>
Bedingung 1 erfordert, dass R eine orthogonale Matrix ist, d.h.
> Rt o d
RRT =RTR=1 (3.26)
< <> <>
(RT ist die transponierte Matrix zu R). Damit ist R invertierbar und es gilt

<> e
R™!' =RT, (3.27)

Orthogonalitét sichert auch, dass Bedingung 2 erfiillt ist.
Aufserdem folgt

<—H—>T > <—>T >
1 =det1 = det RR" = det R det RT = (det R)?, (3.28)

also o
det R = +1. (3.29)

Drei Vektoren a, l;, ¢ bilden genau dann ein Rechtssystem in R?, wenn gilt

a1 a2 as

det | by bo b3 > 0. (330)
1 C2 C3
Dann ist
© o =
(]j(i)l (]j}(i)Q (22)3 o (a1 a2 ag o a; as as
det (Rb)l (Rb)2 (]%b)3 =det | R| b1 by b3 =detRdet | by by b3 ]. (331)
i C2 C3 c1 C2 C3

(Rd)1  (R)»  (Rd)s
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g
Bedingung 3 erfordert, dass dieser Ausdruck ebenfalls positiv ist. Daher muss det R > 0 gelten, also
<~
det R = +1. (3.32)

Bemerkung: Matrizen mit det § = —1 beschreiben eine zusétzliche Inversion (Raumspiegelung).

Die Menge aller orthogonalen N x N-Matrizen (N > 1; der Fall N = 1 ist aber trivial) mit Determinante
+1 ist eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation. Man bezeichnet sie als Spezielle Orthogonale Gruppe
SO(N). (,Speziell“ bezieht sich auf die Eigenschaft det % = 1.) Die Drehungen in drei Dimensionen bilden also
eine Gruppe, die zu SO(3) isomorph ist. ,Isomorph* bedeutet, dass es eine Eins-zu-Eins-Abbildung gibt, die
die Gruppenstruktur erhélt. Fiir unsere Zwecke kénnen wir die Gruppe der Drehungen und SO(3) als identisch
ansehen. Mathematisch korrekt ist SO(3) eine treue Darstellung der Drehgruppe.

Wir betrachten noch infinitesimale Drehungen, das sind Drehungen, die nur infinitesimal von der Identitéts-
operation abweichen:

> >
R=1+D, (3.33)
<>
wobei D eine 3 x 3-Matrix mit infinitesimalen Komponenten ist. Es ist dann
e <>
RT =1+ DT, (3.34)

<> <>
R'=1-D (3.35)
> e > Axd e e
(wegen (1 — D)(1+ D) =1 — D? 2 1 zur Ordnung D). Wegen R~! = RT folgt
<> A xd
DT = D, (3.36)

e <~
d.h. D ist antisymmetrisch. Daher lasst sich D schreiben als

. 0 —dQs dQ
D=|do;s 0 —d . (3.37)
—dQy  dy 0

Wie wirkt die infinitestimale Drehung auf einen beliebigen Vektor b?

<« > 4
Rb=(1+D)b
0 —doy A\
=b+ | dQs 0 —d21 | b
—dQs  dy 0
[dQby — dsb
=b+ | dQ3b; — dQ1b3
dQ1by — dQ2201

= b+ dS x b, (3.38)
wobei
) oy
A3 .= | dQ, (3.39)
s

ist. (Ganz allgemein kann man das Kreuzprodukt in drei Dimensionen durch Multiplikation mit einer antisym-
metrischen Matrix ausdriicken.) Die infinitesimale Anderung von b ist demnach

db = di x b (3.40)
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und die Anderungsrate

db  d -
—_—= . 41
o ; X b (3.41)

Der Winkel d¢ (siehe Skizze) ist

db  |dSx b dQbsind
g = L _ 140X _ dQbsing _ 0 (3.42)
p p bsin 6

Da d¢/dt =: w die momentane Winkelgeschwindigkeit ist und dQ) offenbar entlang der Drehachse gerichtet ist,

konnen wir dS} /dt als vektorielle Winkelgeschwindigkeit & verstehen. Ihr Betrag ist \dﬁ /dt| = w und ihre Richtung
bezeichnet die momentane Drehachse, vgl. Abschnitt 2.3. Damit erhalten wir fiir reine Drehungen

— =@ xb. 3.43
o (3.43)
W ist kein ,richtiger Vektor: Unter Inversion des Raumes dndern b und dg/ dt als Vektoren ihr Vorzeichen. Die
obige Beziehung gilt nur dann fiir alle b(¢), wenn & unter Inversion das Vorzeichen nicht dndert. GroRen, die
sich, wie &, unter Rotationen wie Vektoren transformieren, sich aber unter Inversion nicht &ndern, nennt man
Pseudovektoren oder aziale Vektoren. Im vorliegenden Fall kann man den axialen Charakter von & = d€/dt

>
auch darauf zuriickfithren, dass d€y, d€)s, d€3 ,eigentlich“ die auferdiagonalen Komponenten einer Matrix D
bezeichnen.

3.3.3 Rotationen von Bezugssystemen

Wir betrachten nun reine Rotationen von Bezugssystemen. Durch Kombination von Translationen und Rotationen

ergeben sich keine neuen Erkenntnisse. Die beiden Bezugssysteme S und S’ sollen fiir ¢ = 0 zusammenfallen.

Thre Koordinatenursprungspunkte sollen fiir alle Zeiten zusammenfallen. S sei durch ein Dreibein é;, éo, €3

charakterisiert, S’ durch ein Dreibein &}, é5, é5. Der interessante Fall ist natiirlich der, dass das Dreibein &, é5,

é4, von der Zeit abhéngt. é1, és, és sollen hingegen nicht von der Zeit abhéngen, d.h. S ist ein Inertialsystem.
Wir kénnen einen Ortsvektor 7 in S oder S’ darstellen:

3
7= E Tié'

Derselbe Vektor 7 hat also in S die Komponenten 71, 74, 73 und in S’ die Komponenten r}, rj, rj.

s
I
NE
il
2

(3.44)

r
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Um die Koeffizienten r; zu finden, multiplizieren wir den Ortsvektor ¥ mit é:

ér-r= él-g r;éﬁgzg T éh el =1l (3.45)
k k Y
=ik

Andererseits ist

é§~F:é§'Zrkék:Z k€G- e = ZRzkrk, (3.46)
k k

also

;= Rt (3.47)
k

Die Einheitsvektoren in S’ entwickeln wir nach den Einheitsvektoren in S:

e; =Y (éf-éx)éx =) Rigéy. (3.48)
k

k

Probe: Dann folgt

Z ZRU’I‘J ““ek_ZTJZ )ji lkek—ZTJe], (3.49)

i ijk i

=51

g
wie erwartet, wobei wir benutzt haben, dass R orthogonal ist.
Als Beispiel betrachten wir den Fall, dass S’ aus S durch Drehung um einen Winkel ¢ um die z-Achse
hervorgeht. Die Transformation macht man sich am besten anhand einer Skizze klar:

Der Zusammenhang zwischen den Koordinateneinheitsvektoren lautet

2 =cos¢ i +singy, (3.50)
9§ = —sing 2 + cos ¢ 9, (3.51)
2 =3. (3.52)
Daraus folgt
5 cos¢y sing 0
R=|—sing cos¢p 0]. (3.53)
0 0 1

Wihrend der Ortsvektor 7 in S und S’ derselbe ist und nur unterschiedliche Komponenten hinsichtlich der
unterschiedlichen Basisvektoren hat, ist die Geschwindigkeit fiir einen Beobachter in S und fiir eine Beobachter
in S’ echt verschieden. Fiir einen Beobachter in S ist die Geschwindigkeit

F=ré =Y (#é] +rié)), (3.54)

wobei wir ausgenutzt haben, dass sich die Einheitsvektoren é; aus Sicht von S zeitlich nicht &ndern. Fiir einen in
S’ mitrotierenden Beobachter ist dagegen

= Z(héi +1ié;) ZT; €35 (3.55)

i
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der Beobachter rotiert mit, also &ndern sich fiir ihn die é; nicht. In der Gleichung steht 7/ fiir

(4 30

also fiir die Zeitableitung beziiglich S’ des Ortsvektors 7. Der Ortsvektor 7 ist derselbe in S und S’. Der Strich
bezieht sich bei Rotationen also immer auf die Zeitableitung, nicht auf den Ortsvektor. Beachte die ungliickliche,
aber verbreitete Anderung der Notation im Vergleich zur Diskussion von Translationen in Abschnitt 3.3.1: Dort
bezeichneten 7 und 7" die Darstellungen desselben Vektors S und S’. Es folgt

=74 e (3.57)
i

Als n#chstes wollen wir herausfinden, wie sich die Einheitsvektoren é; aus Sicht von S &ndern. Die Bewegung
von S, und damit von &}, relativ zu S ist zu jedem Zeitpunkt durch die Winkelgeschwindigkeit & charakterisiert.
@ ist i.A. zeitabhingig. Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich ein in S’ fester Vektor b’ aus Sicht von
S geméfs

d - .
— b =axb 3.58
g0 =u (3.58)
andert. Das gilt fiir jeden in S’ festen Vektor, insbesondere also fiir €/, &5, é5. Damit folgt
& =axé (3.59)
und daher o . .
F=r Y rdx e = Ex Y rie =i + @ x 7 (3.60)

nach Gl. (3.44). Eine analoge Beziehung finden wir fiir jeden beliebigen Vektor, nicht nur fiir den Ortsvektor. Dies
konnen wir als allgemeine Operatoridentitidt formulieren:

d = <d), +dx, (3.61)

dt dt
—~—

Ableitung aus Sicht von § Ableitung aus Sicht von S’
die wie uns angewendet auf einen beliebigen Vektor vorstellen.
Nochmals auf Gleichung (3.60) angewendet ergibt diese Identitét

dl”+d(*><”) d + X T4 @ %
= —7T — (W XT)=—r — XTr+w
dt dt
(3£1)L/ — pyi N - - 1 — -

=P OXT +OXTHIXTF +d X (D X7T)

—

= P HOXF+2 X7 +& X (& x7) (3.62)

(beachte & = &', da & x & = 0). Wir definieren F’ wieder so, dass auch im rotierenden Bezugssystem F' = mi’
gilt. Dann ist

MF—m@d X 7—2ma X 7 —ma x (& x 7)
—F —m&x7 —2m& x 7 —md x (3 x7). (3.63)
N— ———
:F‘Z} :ﬁé —.

Die Kraft F‘ZJ tritt nur fiir beschleunigte Rotationen auf. Sie ist die Tragheitskraft entlang der Bahn. Die Corio-
liskraft F}, und die Zentrifugalkraft F7, treten auch bei gleichférmiger Rotation auf. Die Corioliskraft enthélt die

Geschwindigkeit 7 beziiglich des rotierenden Systems S’. Die anderen beiden Scheinkrafte hingen nur vom Ort
ab. Es sei daran erinnert, dass 7= 7/ gilt, wobei wir je nach Aufgabenstellung Koordinaten beziiglich S oder S’
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verwenden konnen, siehe Gl. (3.44). Die Scheinkrifte fiihren zur einer Bewegung in S’, die gerade so beschaffen
ist, dass in einem Inertialsystem S die Bewegung im kriftefreien Fall gleichférmig verlauft.

Beispiel: Ein kraftefreier Massenpunkt ruhe bei 7 im Inertialsystem S. Wie lautet die Scheinkraft in einem
gleichmifig rotierenden Bezugssystem S’? Es gilt

F' = —2ma@ x 7' — ma@ x (& x 7), (3.64)
7= —@ X T (3.65)

wegen Gl. (3.60) (aus Sicht von S’ bewegt sich der Massenpunkt in der entgegengesetzten Richtung im Vergleich
zur Rotation von S’ relativ zu S). Es folgt

F' = 2m@ x (& X 7) —m@ X (& x 7) = m@ x (& x 7). (3.66)
Wir verwenden Zylinderkoordinaten mit der z- (und z’-) Achse entlang . Dann ist

F' = —mw?r'p = —mw?rp. (3.67)

2=z

Man beachte, dass die Zentrifugalkraft nach aufen wirkt, aber von der doppelt so grofen Coriolis-Kraft iberkom-
pensiert wird. Das Ergebnis ist mit der Zentripetalbeschleunigung @ = —w?rp’ aus Abschnitt 2.3 konsistent.

3.4 Newtons Bewegungsgleichung als gewohnliche Differentialglei-
chung

Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt ist von der Form m# = F (F,?L";t), sofern die Mas-
se konstant ist. Dies ist ein System von drei gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung: In kartesischen
Koordinaten ist
mxz —Fi(xl,xg,xg,ithi-rz,i'g,,t) =0 (368)
fir ¢ = 1,2,3. Wir kénnen auch schreiben
1

&y = — Fi(21, 22,23, %1, T2, 3, 1), (3.69)
m
dies ist ein System von drei expliziten Differentialgleichungen 2. Ordnung, da sie nach den héchsten Ableitungen
aufgelost sind.

3.4.1 Lineare Differentialgleichungen

Sind die F; lineare Funktionen der z; und &; (aber nicht notwendig von t), so ist das System von Differenti-
algleichungen zusétzlich linear. In diesem Fall enthélt die allgemeine Losung immer 6 freie Parameter, die z.B.
aus den 6 Anfangswerten xz;(to), #;(to) zu einer Startzeit ¢y bestimmt werden konnen. Fiir Systeme linearer
Differentialgleichungen ist die Losung durch die Vorgabe dieser Anfangswerte stets eindeutig bestimmt.

Lineare Differentialgleichungen haben die allgemeine Form

> ay(t) 29(t) = B(). (3.70)
Jj=0 R

j-te Ableitung
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Man beachte, dass die Koeflizienten o; und die Inhomogenitét 3 von ¢ abhidngen konnen. Ist 5 = 0, so heifit die
Gleichung homogen, sonst inhomogen. Fiir homogene lineare Differentialgleichung gilt das Superpositionsprinzip:
Sind z1(t) und x5(t) Losungen, so ist es auch cix(t) + cawo(t) mit beliebigen Konstanten ¢, ce. m Losungen

xj(t) heiffen, analog zu Vektoren, linear unabhdngig, wenn Z _yazi(t)=0nurdurch ;s = =... =a,, =0
erfullt werden kann.
Fiir homogene lineare Differentialgleichung kénnen wir die Parameter v; mit j = 1,...,n als Koeffizienten

einer Darstellung durch n unabhéngige Losungen wahlen:
2t m) = Y5 (t) (3.71)

Kennt man also n unabhéngige Losungen, so hat man schon die allgemeine Losung.
Fiir die inhomogene lineare Differentialgleichung

Za V) = B(t) (3.72)

sel Zgp,(t) eine spezielle Losung. Sei hom(t;71,- - -, Vn) die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Glei-
chung Y7 a; ()29 = 0. Dann ist

Z Q (t) (xspz + xhom)(j) = Z aj( glj:))z + Z Oé] mhom - B(t) (373)
j=0 7=0

=B(1) =0

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Da 2y, (t) + Zhom (£; 71, - - -, 7n) bereits von n unabhéngigen Parametern
v; abhéngt, ist es sogar die allgemeine Losung. Wir brauchen fiir die Losung also die allgemeine Losung der
homogenen Gleichung und nur eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Besonders einfach sind homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Sie haben die
allgemeine Form

zn: a; 9 (t) = 0. (3.74)

Solche Gleichungen treten in der Physik hiufig auf. Sie lassen sich i.A. mit einem Exponentialansatz z(t) = zge

16sen, wobei die moglichen Werte der Konstanten ¢ evtl. komplex sein kénnen. Einsetzen in die Gleichung ergibt
n
Z aj zoce = 0. (3.75)
Jj=0

Die Konstante ¢ ist offenbar beliebig. Wir teilen durch zge und erhalten eine algebraische Gleichung n-ten
Grades fiir ¢:

n
> ajd =o. (3.76)
i=0
Diese hat immer n komplexe Losungen, wobei mehrere zusammenfallen kénnen. Falls sie dies tun, kommt man mit
dem verallgemeinerten Ansatz x(t) = zgt*e weiter. Falls nicht, existieren n verschiedene Losungen (Wurzeln)

¢j, j =1,...,n und wir erhalten n linear unabhéngige Losungen proportional zu e“*. Die allgemeine Losung ist
dann die Superposition dieser linear unabhéngigen Lésungen,

() = e (3.77)

mit n freien Parametern ;.
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Beispiel: Freier Fall unter Einfluss der Luftreibung. Dies ist ein eindimensionales Problem, wir wéhlen die
Koordinate x nach unten.

OV

—

Fa

SN S S S S

Es wirken die Gewichtskraft Fiy = mgZ und die Stokessche Reibungskraft Fr = —ai#. Die Bewegungsgleichung
(2. Axiom) lautet
mit = mgi — axd, (3.78)

also
mi + ax = mg. (3.79)

Dies ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Aber x selbst tritt gar nicht auf, also ist es
auch eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung fiir .
(a) Allgemeine Losung der homogenen Gleichung;:

Mihom + Qi hom = 0. (3.80)

Ansatz: Tpom = 716 (71, ¢ sind unbekannte Konstanten). Einsetzen ergibt

—myce”“+aye =0 = -—-mcta=0 = c= e (3.81)
m
Also ist dpom = Y1~ Y™ eine Losung fiir alle ;. Da dies einen Parameter (v;) enthilt, ist es bereits die

allgemeine Losung.
pezielle Losung der inhomogenen Gleichung: Ansatz xg,, = const =: vg. Einsetzen ergibt
b) Spezielle Losung der inhomog Gleichung: A Csp Ei gib

O+avg=mg = 1v9= g (3.82)
o
(c) Allgemeine Losung: Es folgt
B(t) = pe mt+ S g, (3.83)
a
Um z(t) zu finden, miissen wir nochmals integrieren:

m _a m
w(t) =2 —m —e ™'+ —gt. (3.84)

o o

Dies enthélt 2 Parameter, ist also tatséchlich die allgemeine Lésung. Wir brauchen zwei Anfangsbedingungen,
um die Losung eindeutig festzulegen. Sei x(0) = 0 (Skizze!) und #(0) = 0 (Start in Ruhe). Dann folgt

m

0=2(0)=7-m—_, (3.85)
. m m
0=20)=m+—9 = m=-—g (3.86)
o o
und schliefilich )
m m
=y —=—-——9. 3.87
T2 =N o o2 g ( )
Also erhalten wir die spezielle Losung
2 m2 2

m _oy m m m _oy
= —— _— m —_ = — _— 1— m .
x(t) 3 g+ 7 g€ + o gt ” gt 2 g(l—e™m") (3.88)
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und fiir die Geschwindigkeit
i) = g Pt = (et
z(t) = L9 ge 9 (I—e"m"). (3.89)
-
=: vg (Grenzgeschwindigkeit)
Der Korper erreicht also nach einer Zeit der Grokenordnung m /a asymptotisch die Grenzgeschwindigkeit vg =
mg/a. Fiir einen Fallschirmspringer sind das, vor dem Offnen des Fallschirms, ungefdhr 200 km /h.
T
e w9
O |
0 ﬁ t
T %gt ,/ /
/ 4 2
/ /o gt —xg
// ’
/ /
/ 7
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
O / /
0 t
3.4.2 Nichtlineare Differentialgleichungen
Sind im System
1
&y = —Fi(x1, 02,73, 21, 42, T3, 1), (3.90)
m

i =1,2,3, die Funktionen F; nicht sdmtlich linear in allen z; und ;, so ist das System nichtlinear. Dann ist es
nicht allgemein wahr, dass bei Vorgabe der 6 Anfangswerte z;(t9) und &;(to) eine Losung fiir alle Zeiten iiber-
haupt existiert und eindeutig bestimmt ist. Wir wollen hier nicht die Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen
besprechen. Es sei nur gesagt, dass es fiir die Ezistenz einer eindeutigen Losung hinreichend (aber nicht notwen-
dig) ist, dass die Ableitungen OF;/0x; und OF;/0%;, i,j = 1,2,3, sdmtlich beschrénkt sind. In diesem Fall kann
man die allgemeine Losung als Schar mit 6 Parametern, ndmlich x;(to), 4;(to) schreiben. Beispiel: Die eigentlich
harmlos wirkende Newtonsche Bewegungsgleichung in einer Dimension

mi = B/ (3.91)

mit 8 > 0 erfiillt die Bedingungen nicht, denn 0F /94 ist unbeschréankt. Tatséchlich ist die Losung nicht eindeutig
durch z(tg) und @(tg) bestimmt.

3.5 Arbeit und Energie
3.5.1 Arbeit

Wir betrachten die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt in drei Dimensionen, ﬁ = F. Wir
nehmen m = const an, dann folgt ) '
mr = F(7,7t). (3.92)
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Es ist klar, dass eine Anstrengung nétig ist, um einen Korper gegen eine Kraft zu bewegen (z.B. Stauchung einer
Feder). Ein quantitatives Maf dafiir ist die Arbeit: Um einen Massenpunkt in einem Kraftfeld F' von 7 nach 7+ dr

zu bewegen, muss die Arbeit .
oW = —F -dr (3.93)

geleistet werden. Fiir eine Bewegung entgegen der Kraft ist F - di < 0 und daher 6W > 0; Arbeit muss geleistet
werden. Wir zéhlen Arbeit positiv, die in das System hinein fliefst.
F(7)
-
. oW >0

dr

Fiir eine Bewegung in die Richtung der Kraft ist dagegen F-di > 0 und daher §W < 0: Arbeit wird vom System
geleistet. In jedem Fall zéhlen wir Arbeit positiv, die in das System hinein flieft. Wir verwenden hier mit Absicht
ein besonderes Symbol W fiir die infinitesimale Arbeit, auf dessen Bedeutung wir in Kiirze zuriickkommen. Die
geleistete Arbeit fiir eine nicht infinitesimale Bewegung vom Ort 7 zum Ort 7 entlang einer Bahn C lautet dann

(3.94)

Das Kurvenintegral rechnet man aus, indem man 7 entlang der Bahn durch einen skalaren Parameter ausdriickt.
Das kann z.B. die Zeit t oder die Bogenlénge s sein.
Beispiel: In zwei Dimensionen sei

F=ae "%, (3.95)
Y
e
Caf /
C1
772 "’ \L X
\
™ —
2R,
Wir betrachten die skizzierten Bahnen Cq, Cy. Es ist
-R
We, = — dF~ae_T/“¢:—/ ded-ae /e =0, (3.96)
Cy R

da fast iiberall auf der Bahn F L dF gilt, aber

We, = 7/ di- e = f/ dpRp-ae ®*p=—_gaRe T/ +£0. (3.97)
C2 0
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Die Arbeit ist hier also vom Weg abhéngig.

Wir kommen nun auf die Bedeutung des Symbols W zuriick. §W anstelle von dW bedeutet, dass dW zwar
infinitesimal ist, aber nicht unbedingt ein totales Differential. Es wire ein totales Differential, wenn eine Funktion
W (7,7, t) existierte, so dass gilt

ow ow ow ow ow ow ow

oW =dW = —d —d —d —dr + ——dry+ —— dr3 + ——dt
o e T e M e T T e T o T e
ow ow .. oW
= — - dif + — - dF + — dt. .
R T (3.98)
Wir wissen aber nach der Definition, dass 6W = —F.dr gilt, also erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

ow el ow
S =VW=-F, “+-=0 und —— =0. (3.99)
or or ot

Damit 61 ein totales Differential ist, darf W also nur vom Ort 7 abhéingen und es muss F(7) = —VW (7) gelten.
F hingt dann natiirlich auch nur vom Ort ab. Ist §W ein totales Differential, so nennt man das Kraftfeld F'(7)
konservativ.
Fiir ein konservatives Kraftfeld betrigt die Arbeit fiir einen beliebigen Weg C mit Endpunkten 77, 75 demnach
L oW ()

We = —/CdF~ﬁ(F) :/CdFﬁW(f) :/Cdr 5 = W) =W (). (3.100)

Die Arbeit ist also unabhéngig vom Verlauf des Weges. Fallen 7} und 7 zusammen, so liegt offenbar ein geschlos-
sener Weg vor. Dafiir finden wir sofort

We = — i i F(7) = W (i) — W () = 0. (3.101)

Fiir ein konservatives Kraftfeld verschwindet also die Gesamtarbeit fiir einen geschlossenen Weg.

Da die Kraft durch den Gradienten von W bestimmt ist, konnen wir zu W eine beliebige Konstante addie-
ren, ohne die Bewegungsgleichungen zu verédndern. Das konnen wir ausnutzen, um W an einem rechentechnisch
glinstigen Punkt 75 auf Null zu setzen. Fiir ein konservatives Kraftfeld F definieren wir das Potential

V() = — / &7 F(F) = W(F) — W(7) (3.102)

To

mit 7 beliebig, aber fest. Da F () konservativ ist, ist V(7) durch die rechte Seite auch ohne Spezifikation des
Integrationsweges eindeutig definiert. Es gilt offensichtlich

F(7) = =VV (7). (3.103)

Wie koénnen wir {iberpriifen, ob ein gegebenes Kraftfeld F () konservativ ist? Die Wegunabhéngigkeit der
Arbeit zu priifen oder ein Potential zu finden ist oft nicht einfach, da Kurvenintegrale ausgefiihrt werden miissen.
Ein giinstigeres Kriterium ergibt sich aus der Betrachtung der Rotation:

0 oV o oV

Oy 0z 0z Oy
ot F=VxF=-VxVV=-—|Z%_ 0 |_q (3.104)
D9V _ 9oV

oz Oy Jy Ox

da die Ableitungen vertauschen, zumindest wenn V (7) zweimal stetig differenzierbar ist. Fiir eine ausschlieflich von
7 abhéingige Kraft ist die Bedingung V x F' = 0 nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir Konservativitét:
Gilt V x F = 0 fiir alle 7, so existiert ein V(7), so dass F = —VV. Den Beweis lassen wir hier aus (vgl. Vorlesung
zur Elektrodynamik).

Zusammenfassend haben wir folgende dquivalente Aussagen {iber ein nur ortsabhéngiges Kraftfeld F (7) ge-
funden:
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1. Fist konservativ,
2. rotﬁzﬁxﬁzo,

es existiert ein Potential V (7), so dass gilt ' = —VV,

-

die Arbeit — |, cdr- F héngt nur vom Anfangs- und Endpunkt eines beliebigen Weges C ab, nicht von seinem
Verlauf,

5. die Arbeit verschwindet fiir jeden geschlossenen Weg, — fc di- F =0.

Es ist wichtig, sich zu merken, dass ein konservatives Kraftfeld auf jeden Fall nur von #, nicht von 7 oder t
abhéngen darf. Also ist z.B. das Kraftfeld F' = (csinwt) 7 mit einer Konstanten ¢ nicht konservativ, obwohl es

V x F =0 erfiillt.

3.5.2 Leistung
Die geleistete Arbeit pro Zeiteinheit ist die Leistung

dw
Pi=—. 1
7 (3.105)

t .
W:—/df-ﬁ:—/ ar I
. b dt

folgt unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

Mit

t
F= —/ dt' 7'y - F (3.106)
t=t’ to

P = —% /t 0 dt' 7(t') - F(F({t), 7{t'), t') = —=F(t) - F(F(t),7(t),t) = —F - F. (3.107)

Man sagt, die Kraft F erbringt die Leistung P = 7. F. )
Als Beispiel betrachten wir den magnetischen Anteil der Lorentz-Kraft, F' = ¢ x B. Hier ist die Leistung

P=—qi (Fx B)=0. (3.108)

Die magnetische Lorentz-Kraft erbringt also iiberhaupt keine Leistung.

3.5.3 Kinetische Energie und Energieerhaltung

Wir wollen nun eine Grofe, die Energie, einfiihren, die unter gewissen Umstédnden eine Erhaltungsgrofse ist. Die
wesentliche Motivation dafiir ist, dass die Kenntnis von Erhaltungsgréfsen die Losung von Bewegungsgleichungen
oft deutlich vereinfacht.

Zunichst stellen wir fest, dass die Leistung P eine totale Zeitableitung ist. Es gilt ndmlich

P:—?-ﬁ:—m#-%:—%%?? (3.109)
Wir definieren die kinetische Energie eines Massenpunktes als
r=t (3110)
so dass gilt .
= —-P. (3.111)

Fiir eine Bewegung von 7 nach 75 folgt fiir die geleistete Arbeit:

t2 2 dT
W21 = / dt P(t) = 7/ dt E = 7T(t2) +T(t1) = T1 - T2. (3112)
t1 tl
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7_’)277.?27t2
7?177'?1,751

Die geleistete Arbeit ist also gleich der Anderung der kinetischen Energie. Ist insbesondere das Kraftfeld konser-
vativ, so hdngt W5, nicht vom Weg ab, sondern nur vom Potential V' am Anfangs- und Endpunkt:

Wor=Vo -V =Ty -1 (3.113)
= T+ Vi=T5+Vs. (3114)

Fiir konservative Krifte ist die Summe T+ V' also erhalten. Wir nennen V auch die potentielle Energie und
E :=T+V die Gesamtenergie oder einfach Energie des Massenpunktes. Wir haben also den wichtigen Energie-
erhaltungssatz
m .
) 72 + V() = E = const (3.115)
fiir einen Massenpunkt in einem konservativen Kraftfeld gefunden. Der Energieerhaltungssatz stellt einen Zusam-
menhang zwischen dem Ort 77 und der Geschwindigkeit i~ des Massenpunktes dar, der die méglichen Bewegungen
einschréankt.

Allgemeiner kénnen wir die Kraft in einen konservativen und einen dissipativen Anteil (z.B. Reibung) zerlegen,

ﬁ = ﬁkons + ﬁdiss~ (3116)

Zu ﬁkons existiert ein Potential V(7). Dann ist

7o . 7o . ta . R
Waor = 7/ dr- F =V (ry) = V(i) — / dr- Faiss = Vo — V1 — / dt 7 Fyiss. (3.117)
1 1 t1
Mit Gleichung (3.112) erhalten wir
to . .
T —Ty=Ve—Vi —/ At 7+ Figs. (3.118)
ty

Wir definieren nun die mechanische Energie des Massenpunktes als E := T + V. Damit folgt

to . N
Ey=FE; + / dt 7 Fyiss (3.119)
ty
und fiir eine infinitesimale Zeitdnderung
dE . =
— =T iss =1 —Pliss- 3.120
at d (3.120)

Die Anderungsrate der mechanischen Energie ist also gleich der negativen Leistung der dissipativen Krifte.
Andererseits sollte die Gesamtenergie erhalten sein. Die Erkldrung ist, dass ein Teil der mechanischen Energie in
andere Energieformen umgewandelt wird, die im Modell des Massenpunktes oder aber in der klassischen Mechanik
nicht beschrieben werden kénnen. Ein Beispiel ist die Schwingung von Atomen im Festkorper, die durch Reibung
angeregt wird.

3.6 Drehimpuls und Drehmoment
Wir definieren als weitere Grofe den Drehimpuls eines Massenpunktes,

L:=FxXp=mFxr (3.121)
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Die Bezeichnung ,Drehimpuls* konnte zu dem Missversténdnis fiihren, dass nur nicht geradlinige Bewegungen
zu einem nicht verschwindenden Drehimpuls fiihren. Das ist nicht so: Eine gleichférmige, geradlinige Bewegung
7(t) = 7o + Ut, ¥ = const fiihrt zum Drehimpuls L=m (7o + Ut) x ¥ = mry x U. Dieser Drehimpuls ist i.A. nicht
Null.

Wie éndert sich der Drehimpuls unter dem Einfluss einer Kraft? Wir finden

L=mix7+mixr=rxF. (3.122)
———
=0

Diese Grofle nennen wir das Drehmoment . .
M:=7xF, (3.123)
so dass gilt )
L=M. (3.124)

Anders als der gewohnliche (lineare) Impuls p hangt L von der Wahl des Koordinatenursprungs, also von zeitun-
abhdngigen Koordinatentransformationen, ab.

Sei némlich B =0 (zeitunabhéngige Verschiebung), dann ist
L=mixiF=mR+7)xF =mRx7' +L =Rxp' +L (3.125)

Es ist also wichtig, den Ursprungspunkt anzugeben.

Offenbar ist der Drehimpuls erhalten, wenn M=0 gilt. Das ist der Fall, wenn F parallel zu 7 steht, also wenn
F=f (7, 7, t) 7 ein Zentralkraftfeld ist. (Der triviale Fall F =0 ist hier enthalten.) Auf Zentralkraftfelder kommen
wir in Kiirze zuriick.

Ist der Drehimpuls erhalten, so kénnen wir eine wichtige Aussage tiber die Form der Bahn machen. Wir gehen
von der Feststellung aus, dass L senkrecht auf 7 (und 7) steht. Ist nun L = const, so steht 7 fiir alle Zeiten
senkrecht auf dem konstanten L. Damit liegt die gesamte Bahn in der festen Ebene senkrecht zu E, die aufserdem
den Nullpunkt enthélt. Der Drehimpuls und der Binormaleneinheitsvektor b miissen dann L = +Lb erfiillen. Beide
Vorzeichen sind méglich.

3.7 Zentralkrafte

Wir schlieSen noch eine vertiefte Diskussion der eben diskutierten Zentralkrafte an. Nach der Definition haben

Zentralkrafte die Form _ '
F(r, 7, t) = f(r, 7 t) 7. (3.126)

Dann gilt )
L=M=FxF=Fxfif=rffx#=0, (3.127)

also ist der Drehimpuls erhalten und die Bahn eben, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben.
Es sei daran erinnert, dass Zentralkraftfelder nicht kugelsymmetrisch sein miissen, z.B. ist

F = fycosF, (3.128)

eine nicht kugelsymmetrische Zentralkraft, aber L = const gilt in jedem Fall. (Die Bahn wird in diesem Beispiel
i.A. kompliziert aussehen.) Kugelsymmetrie ist fiir Drehimpulserhaltung nicht erforderlich.



3.7. ZENTRALKRAFTE 39

N/

\\\ \
I e
P

//// //

/N

Wann ist ein Zentralkraftfeld konservativ? Es muss F = —6V(F’) gelten, also

f(F) 7 = =VV (7). (3.129)
Der Gradient lautet in Kugelkoordinaten
- 0 190 .~ 1 0
Es folgt
L. oV 1oV 1 OV
H07 ==t 5 =05 %0 ~ % vsind 96 (8.131)
v damit v % 1oV
f0==% 0==1% ™ 0=—15% 96 (3.132)

also darf das Potential nur vom Abstand r = || abhéngen,
V=V(r). (3.133)

In diesem Fall sprechen wir von einem Zentralpotential und das Kraftfeld hat nun tatsichlich Kugelsymmetrie.
Wie wir sehen, existieren konservative und nicht konservative Zentralkrafte. Ebenso existieren konservative und
nicht konservative nicht zentrale Krafte.

In cinem Zentralpotential sind der Drehimpuls (wegen der Zentralkraft —VV) und die Energie (weil ein
Potential existiert) erhalten. Das kénnen wir ausnutzen: Die Bahn ist eben (E = const), wir wihlen ein Koordi-
natensystem so, dass die Bahn in der xy-Ebene liegt und wahlen ebene Polarkoordinaten r, ¢. Der Drehimpuls
ist

L =mF X ¥=mF x @4— réd) (vgl. Abschnitt 2.1)

FXTF =0
= mr?p 7 x ¢ = mr?¢p 2 = const. (3.134)
Die Energie ist
B =207+ V(r) = T (7 +798)° + V() = 7% + 5 1% + V(r) = const. (3.135)

Hier kénnen wir ¢ durch den Drehimpuls ausdriicken: Wir schreiben I = L2 und erhalten aus Gl. (3.134)

. L
= 3.136
= (3.136)
2
m
= FE=—7?
2r+2mr2

FV(r) = % 72 1 Veg(r). (3.137)
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Der Term L?/2mr?, also die kinetische Energie der Bewegung in Richtung q[A), hat nun die Form einer potentiel-
len Energie. Wir bezeichnen ihn als Zentrifugalpotential und nennen die hier definierte Grofe Vg das effektive
Potential. Wir haben jetzt die Energie fiir ein effektives eindimensionales Problem mit der einzigen Koordinate
r erhalten. Wegen m7?/2 > 0 muss E > Vig(r) gelten. Das schriinkt die mdglichen Bahnen ein: Z.B. existieren
fiir V(r) = —q¢?/4meor drei Fille:

|
Veff ']
\
' L2/ 2mr?
\
\
\
\
N
N
N
Verp(r) ~=--—__ ____
0 - ----r
-
7
Vinin[ ~~ L7 )
P S
; 4meg T

1. Fiir E < Vi existieren keine Losungen,

2. Viin < E < 0 ist der Radius r beschrankt auf das endliche Interval, in dem E > Vg gilt, die Bewegung ist
gebunden,

3. fiir £ > 0 ist der Radius nach unten beschrinkt durch E > Vig(r), kann aber beliebig grofs werden, die
Bewegung kann ungebunden sein (sicher wissen wir das noch nicht).



Kapitel 4

Newton-Mechanik fir
Mehrteilchensysteme

Systeme von praktischem Interesse bestehen oft aus vielen Teilchen (Massenpunkten). In diesem Kapitel unter-
suchen wir, wie sich die Newton-Mechanik auf solche Systeme verallgemeinern l&sst.

4.1 Impulssatz und Schwerpunktsatz

Wir betrachten Systeme aus N Massenpunkten mit den Massen m; und den Impulsen p; an den Orten 77,
1 =1,2,...,N. Die Gesamtkraft auf Teilchen ¢ setzt sich aus der dufieren Kraft F* und den von den anderen

Teilchen j # i ausgeiibten inneren Kraften ﬁij zZusammen:
E :F;ex+2ﬁij7 (41)
J#i
wobei wir das Superpositionsprinzip verwendet haben. Fiir jeden einzelnen Massenpunkt gilt das 2. Axiom,
pi=F =F*+> Fy (4.2)
J#i
Nach dem 3. Axiom (Reaktionsprinzip) gilt aufserdem

— —

Fj=—F. (4.3)

Das 3. Axiom wird erst hier wichtig — in der Ein-Teilchen-Dynamik spielt es offensichtlich keine Rolle. Wir
definieren

o die Gesamtmasse M := Ez mi,
e den Schwerpunkt R := a7 > mT

e und den Gesamtimpuls p':= ", pj.

Dann gilt
WA EON WS )
i i i g
———
=0
also zusammengefasst der Impulssatz
p= F°*. (4.5)
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Insbesondere ist der Gesamtimpuls genau dann erhalten, wenn die Summe der dufleren Krafte verschwindet,
p=const & F*=0. (4.6)

Dabei sind i.A. weder die einzelnen Impulse p; erhalten, noch miissen die einzelnen Kréfte F’ng und F‘ij verschwin-
den.
Fiir konstante Massen haben wir

ﬁzZ@zZmié:%Zmiﬁ:Mﬁ (4.7)

und wir erhalten den Schwerpunktsatz )
MR = F*. (4.8)

Der Schwerpunkt bewegt sich also wie ein Massenpunkt mit der Gesamtmasse M, auf den die Summe aller dufteren
Kréfte wirkt. Daher bewegt sich ein Korper von beliebig komplizierter Form, der noch nicht einmal starr sein muss,
unter Vernachldssigung des Luftwiderstands so, dass sein Schwerpunkt eine Parabel beschreibt. (Was lernen wir
daraus iiber den Flug eines Boomerangs?) Der Schwerpunktsatz gestattet uns erst, die Bewegung ausgedehnter
Korper (z.B. der Planeten) im Modell des Massenpunktes zu beschreiben.

4.2 Reaktionsprinzip und Lorentz-Kraft

In Abschnitt 3.1.3 hatten wir behauptet, dass das Reaktionsprinzip (3. Axiom) nicht immer gilt. Das Problem
tritt auf, wenn sich zwei geladene Korper relativ zueinander bewegen. Ein Korper der Masse m und der Ladung
q > 0 moge sich entlang der z-Achse in positiver Richtung bewegen. Ein identischer Kérper mége sich entlang
der y-Achse in positiver Richtung bewegen.

Fy N
Die Lorentzkraft auf Ladung 1 lautet
F’lQZqE'Q(Fl)"_q';?l XEQ(Fl), (49)
—_— — —
Fel Fmas

wobei Eo (7 ) und By (7,) das elektrische bzw. magnetische Feld aufgrund von Ladung 2 am Ort von Ladung 1 sind.
Die Feldlinien von Eg zeigen von 75 aus radial nach aufsen, die Feldlinien von Eg bilden Kreise mit Mittelpunkten
auf der y-Achse in Ebenen senkrecht zu dieser. (Diese Aussagen gelten allgemein, insbesondere auch, wenn vy nicht
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist. Hier muss auf die Vorlesung zur Elektrodynamik verwiesen werden.)
Es ist dann eine einfache Ubung mit der Rechte-Hand-Regel, die Richtungen der elektrischen und magnetischen
Krifte auf Ladung 1 und analog auf Ladung 2 zu ermitteln (siehe Skizze). Es zeigt sich, dass in jedem Fall

Fio # —Fy (4.10)
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gilt. Quantitative Rechnung zeigt, dass zwar |ﬁ12\ = |ﬁ21\ gilt, die Krifte aber nicht entgegengesetzt gerichtet
sind.

Dieses Ergebnis ist problematisch, weil wir das Reaktionsprinzip bei der Herleitung des Impulssatzes und
der Impulserhaltung ausgenutzt haben. Lehrbuchautor David J. Griffiths nennt die Impulserhaltung in diesem
Zusammenhang das ,heiligste Prinzip* in der Physik. Die Losung liegt darin, dass das hier zeitabhéngige elektro-
magnetische Feld selbst Impuls tragt. Im Rahmen der Mechanik ist das 3. Axiom hier wirklich verletzt, aber die
Impulserhaltung gilt — der fehlende Impuls wird vom Feld {ibernommen.

4.3 Drehimpulssatz

Wir nehmen weiterhin konstante Massen an und definieren den Gesamtdrehimpuls
Seine Zeitableitung ist

L= (mefr<Fs i x ) = 37 x (B + 50 Fy). (4.12)

i J#i

Fiir den Beitrag der inneren Kréfte gilt

PILEDILIE %Z <3 F, %ij <3 B = %ZZ@‘FJ‘) x B, (4.13)
i J#i i JF#i J 7i s i jFi
=7y

Im ersten Schritt haben wir in der Hélfte des Terms die Bezeichnungen ¢ und j vertauscht. Im zweiten Schritt
haben wir angenommen, dass das Reaktionsprinzip zutrifft.

Krifte, die Massenpunkte aufeinander ausiiben, werden sinnvollerweise als Zentralkréfte bezeichnet, wenn sie
parallel zur Verbindungslinie zwischen den Massenpunkten gerichtet sind. Das gilt z.B. fiir die Gravitationskraft
und die Coulomb-Kraft. Falls die inneren Krifte F}j sdmtlich Zentralkréfte sind, liegen also die F;j parallel zu

— —

7; — 75 und ihr Beitrag zu L verschwindet. In diesem Fall folgt

L=> 7 xF™ (4.14)
i
Wir definieren das duflere Drehmoment
M =" M= 7 x I (4.15)
und schreiben damit den Drehimpulssatz _
L =M™, (4.16)
Insbesondere gilt
L=const & M™=0, (4.17)

falls die inneren Kréfte Zentralkrifte sind, die das 3. Axiom erfiillen. Die Annahme des 3. Axioms und von
Zentralkraften schliefst offenbar die Lorentz-Kraft aus. Im Fall von bewegten Ladungstragern findet man, dass
das elektromagnetische Feld wieder zur Hilfe kommen muss — es tragt auch Drehimpuls.

Der Drehimpulssatz gilt, wie die gesamte Newton-Mechanik, in beliebigen Inertialsystemen. Sind zwei Inerti-
alsysteme S und S’ ndmlich durch die Galilei-Transformation 7 = V47! verkniipft, so gilt

L= mii s = S mi(Vt 4 7) x (V 4+ #%)
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= Vt X Zmzf;’—i—Zmzf;’ X V—I—Zmzﬁ' X 'I._‘;-I
i i i
—Vixp' + R x MV + L. (4.18)
Das Drehmoment ist

M =37 x B> =Y "(Vi+ 7)) x B = Vi x F™ + M. (4.19)

K3

Der Drehimpulssatz gilt in S’

-

I'=L-Vxp-Vtxpg —R x MV
= M — VX — Vit x B — gxT = M. (4.20)
Wir sehen aber erneut, dass Drehimpuls und Drehmoment von der Wahl des Inertialsystems abhéngen.
Andererseits gilt der Drehimpulssatz i.A. nicht in beschleunigten Bezugssystemen. Er gilt jedoch in einem

speziellen Fall, namlich in dem nicht rotierenden Bezugssystem S’, dessen Ursprungspunkt mit dem Schwerpunkt
zusammenfillt. Zum Beweis nehmen wir an, dass S ein Inertialsystem ist und schreiben 7; = R + 7/, wobei R der

Schwerpunkt bzgl. S ist. Wir lassen nun zu, dass R # 0 ist. Die Definition des Schwerpunktes ergibt >, miri =0
und es folgt

= Lp+L. (4.21)

Hier nennt man Lp den Bahndrehimpuls und L’ den FEigendrehimpuls.
Es folgt fiir den Bahndrehimpuls

Egzﬁxﬁ+ﬁxﬁ:m+ﬁxﬁ:ﬁxﬁex (4.22)

und fiir den Eigendrehimpuls

L= (me# = +mi7 x 1), (4.23)

Hierin ist
i — i — Fo— i (4.24)
mir; = myTr; AV = L'y — My .
M

- . ﬁcx . [ex . N

= L/:zi:f’i’x<Fi—miM):Zi:f’i’xFi—zi:miFi/xM :zi:ﬁ/x<FicX+;Fij>. (4.25)

’ ~ , J
=0

Wie oben finden wir, dass der Beitrag der inneren Kréfte verschwindet, falls diese Zentralkréfte sind und das 3.

Axiom erfiillen. (Beachte, dass 7} — " = 7 — 7 gilt, da S’ gegeniiber S nicht rotiert.) In diesem Fall gilt

L= "F x F* =" x ¥ = M. (4.26)
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4.4 Energieerhaltung

Wir definieren die an einem Gesamtsystem bestehend aus mehreren Massenpunkten geleistete Arbeit als Summe
der an den einzelnen Massenpunkten geleisteten Arbeiten. Zur Begriindung der hier angenommenen Additivitat
der Arbeit kénnen wir uns auf die Sinneserfahrung bzw. Experimente berufen. Aufserdem werden wir einfache
Beziehungen fiir die als Summe definierte Arbeit finden. Andere Definitionen einer ,Gesamtarbeit” fiihren nicht
zu einfachen Beziehungen und sind daher nicht niitzlich. Also schreiben wir fiir die am Gesamtsystem geleistete
infinitesimale Arbeit

SW == F;-dr;. (4.27)

Wenn wir daraus die Arbeit
We = / ow (4.28)
c

berechnen wollen, merken wir, dass der Ausdruck fiir dW nicht so harmlos ist, wie er aussieht: Die Kraft ﬁz
auf Massenpunkt ¢ hingt i.A. von den Orten (und evtl. den Geschwindigkeiten) aller Massenpunkte ab. Eine
Konfiguration des N-Teilchen-Systems ist insbesondere durch die Angabe der N Orte 7, ..., 7y bestimmt. Eine
Bahn C des N-Teilchen-Systems verlduft also in einem 3N-dimensionalen Konfigurationsraum und W enthilt
ein Linienintegral in diesem Raum. Es ist

We =— /(dxlFlw + dylFly + dlelz
¢

+ dwaFoy + dyaFoy + d2oFa,
+...
+denFng +dyNFNy+dZNFNZ). (4.29)

Der Integrand hat die Form eines Skalarproduktes von zwei 3 N-dimensionalen Vektoren. Wir nennen das System
bzw. die wirkenden Kréfte konservativ, wenn die Arbeit We fiir alle Bahnen C im Konfigurationsraum nur von der

Anfangskonfiguration 77'1(1), . ,Fjg,l) und der Endkonfiguration F1(2), . ,F](VZ) abhangt. Wir kénnen die Argumente
aus Abschnitt 3.5.1 einfach von 3 auf 3N Dimensionen verallgemeinern. Insbesondere muss fiir konservative Sys-
teme ein Potential V (7, ...,7n) existieren, das nur von der Konfiguration, aber nicht von den Geschwindigkeiten

oder der Zeit abhéngt, so dass gilt
Wo =V, e —viED, D). (4.30)

Wihlen wir zwei Konfigurationen, zwischen denen sich nur der Ort des Teilchens ¢ &ndert, und zwar von 7; nach
7; + drj, so ist

ov

ng:V(f’l,...,f}+dﬁ-,...)—V(Fl,...,f;-,...):8_,~df; miti=1,...,N. (4.31)
7
Da andererseits gilt
72
Wor = — dr; - F, (4.32)
e
folgt
- ov
— F;-dr; = o7 - dr;. (4.33)
Da das fiir alle infinitesimalen Ortsénderungen di; gilt, folgt schliefilich
—— R 0 . R
F; (7, "’TN):_ﬁﬂ V(f,...,"N) (4.34)
i
oder in Komponenten
0
Fio(P,...,TN) = V(f1,...,7N) miti=1,...,N und a = 2,9, 2. (4.35)




46 KAPITEL 4. NEWTON-MECHANIK FUR MEHRTEILCHENSYSTEME

Also sind konservative Kréafte weiterhin durch Gradienten eines Potentials gegeben. Wir kénnen die Konservati-
vitdt auch durch eine Verallgemeinerung der Bedingung der Rotationsfreiheit testen:

R o AR A
87"m ip a’l“jﬁ e a?“ma’rjg 87~j58rm N

0, (4.36)

wenn V zweimal stetig differenzierbar ist.
Aufgrund der angenommenen Additivitdt der Arbeit ist es naheliegend, die gesamte kinetische Energie eben-
falls als Summe zu definieren:

r . .
T:= Z o M T T (4.37)

Wieder findet man fiir diese Grofse, nicht aber fiir andere Kombinationen, einfache Beziehungen. Ganz allgemein
gilt nun fiir die Zeitableitung der kinetischen Energie

B d s Smid =Y mid fi= YR (438)

Speziell fiir konservative Kréfte konnen wir dies schreiben als

dr oV dr; dv
o . = 4.39
dt zz: or; dt dt ( )
nach der Kettenregel. Damit erhalten wir
d
—(T'+V)=0. 4.40
S (T+V) (4.40)

Also ist die Gesamtenergie E :=T + V fiir konservative Krifte eine Erhaltungsgrofe.
Allgemeiner kénnen wir F; in einen konservativen Anteil —9V/97; und einen dissipativen Anteil F1 aufspal-

ten und schreiben T oV av
2L _ Fdiss | *Z -2 Fdiss | "Z 4.41
i z<%+l)r Y A (4.41)

[ %

und damit iE
o= Z Fliss 7 (4.42)

Wie beim Einteilchenproblem ist die Anderung der Gesamtenergie gleich der negativen Leistung der dissipativen
Krifte.
4.5 Die zehn Erhaltungsgrofsen

Wir fassen die Bedingungen fiir die Erhaltung von Gesamtimpuls, Gesamtdrehimpuls und Gesamtenergie noch
einmal zusammen:

Grofbe ist erhalten, wenn
P Fx =0
Fij=—Fji Yi#j
L Me* =0

—

Fjj=—Fj Vi#j
Fy =7 Vi#j
E WV (7,7, ...): Fy = —8V/oF Vi
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Betrachten wir nun ein System, fiir das alle diese Bedingungen erfiillt sind. Dann haben wir schon sieben reelle
Erhaltungsgréfien gefunden: p,, py, p-, La, Ly, L, und E. Falls die Massen konstant sind, kénnen wir drei weitere
Erhaltungsgrofien finden: Der Schwerpunkt erfiillt die Bewegungsgleichung

MR = = const. (4.43)
Diese konnen wir integrieren, d.h. 16sen:
TN
t) = — 1. 4.44
R(t) = F(0) + - (4.44)
Also ist .
R(t) - % t = R(0) = const (4.45)

eine weitere vektorielle Erhaltungsgrofie. Damit haben wir zehn reelle Erhaltungsgrofen gefunden, die fiir beliebige
N-Teilchen-Systeme unter den Bedingungen aus der Tabelle gelten. Diese Erhaltungsgrofen sind i.A. (algebraisch)
unabhéngig; man kann nicht eine durch die iibrigen ausdriicken. Weitere Erhaltungsgréfien existieren nur unter
zuséatzlichen Bedingungen.

4.6 Der Virialsatz

Erhaltungsgrofsen sind Funktionen g der Orte 77, der Impulse p; oder Geschwindigkeiten 7 und der Zeit, die sich
zeitlich nicht dndern, ) )
g(Fi(t), 72 (t), ..., (t),72(t),. .., t) = const, (4.46)

deren totale Zeitableitung dg/dt also fiir alle Zeiten verschwindet. Man kann sich fragen, ob sich fiir nicht erhaltene
Grofen zumindest Aussagen iiber deren zeitliche Mittelwerte finden lassen. Das ist tatséchlich der Fall. Der
Virialsatz ist eine solche Aussage. Wir definieren zunéchst den zeitlichen Mittelwert einer zeitabhéngigen Grofe
f(t) durch
1 t0+7'

(f) = Tli)n;o; /to dt f(t), (4.47)
wobei t; eine Anfangszeit ist, zu der wir das System prépariert haben. Fiir eine beschréankte und stetige Funktion
f(t) hangt der Mittelwert nicht von ¢y ab, denn fiir eine solche Funktion gilt

M = lim f(to +7) — f(to) = lim 1 [beschriankt] = 0. (4.48)

Otg T—00 T T—00 T

Wir leiten nun eine Aussage iiber die zeitlich gemittelte kinetische Energie her. Aus miT; = 13’; folgt
Zmzf’lﬁ:ZﬁlFl (4.49)
i i

Die linke Seite ist J
LS i S . (4.50)

~———
=2T

Wir beschrianken uns auf konservative Kréfte. Dann ist die rechte Seite

Zﬁ-ﬁz—zggﬂ- (4.51)

i

Es folgt

d PR ov
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und schliefslich

d ER ov
—£¥mi7’i'h+2T:¥8—ﬁ-ri. (4.53)
Wir bilden nun den zeitlichen Mittelwert: Fiir den ersten Term ergibt sich
d . 1 [totT d . 1 . to+7
Sind die Orte und Geschwindigkeiten beschrénkt (im Einzelfall zu priifen!), so ist dies wieder
o1 -
...= lim — [beschrénkt] =0 (4.55)
T—00 T

und es folgt der Virialsatz
ov
2{T) = — T ). 4.56
m =5 ) (1.5
Den Mittelwert auf der rechten Seite nennt man das Virial der Krafte.

In dieser allgemeinen Form ist der Virialsatz nicht besonders anschaulich. Betrachten wir den wichtigen Fall,
dass das Potential eine homogene Funktion k-ten Grades ist, d.h. es soll gelten

VL, AN = AV (R, FY) YA L. N (4.57)

Dann folgt einerseits nach der Kettenregel

VL. N[OV v
o\ \o1 LOAT ' onxy A=1
W e g
o oy
_ % 7 (4.58)
- 7
und andererseits aus Gl. (4.57)
OV (A, .., AT 9] . . _ ., L, . ~
( 18A N) :a/\kV(rl, N oy = RN V(R ) = R V(R ). (4.59)
A=1

Also gilt fiir das Virial
ov
— 7 ) =(kV)=k{(V). 4.
<Za> (kV) =k (V) (460)

2T = k (V) (4.61)

an.
Beispiele: 1. Fiir harmonische Oszillatoren, d.h. ideale Federkrifte, lautet das Potential

i, ., 1 , 1 L

V(i,...iv) = 5 S K+ 5 > K (R - ) (4.62)
i i,5]4<j

mit den Federkonstanten K; fiir dufere Krafte und Klfj fiir innere Kréfte, denn die resultierenden Kréfte sind

dann

oV
or;

Fy = = — K7 — Y Ki;(7 — ) (4.63)

J#
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mit der Vereinbarung K, = K;;. Damit ist

VN, .. M N) = N2V (7, .. PN (4.64)
und daher k£ = 2. Also folgt
(T) = (V) (4.65)
und
(EYy =FE = const = (T) + (V) = 2(T). (4.66)
2. Fiir Coulomb- und Gravitationskrafte ist V(7) ~ 1/r, also k = —1 und daher
2T) = —(V), (4.67)

und damit (V) = —2(T) < 0 sowie (F) = E = const = (T") + (V)
Bewegung gebunden ist, denn sonst gilt der Virialsatz nicht.

—(T) < 0. Das gilt aber nur, wenn die

4.7 Zwei-Teilchen-Systeme

Aus den Erhaltungssétzen konnen wir bereits einiges tiber die Dynamik von Zwei-Teilchen-Systemen lernen. Wir
definieren wieder den Schwerpunkt
— m1F1 + mQFQ ml’f_ﬁ —+ mQFQ

= = 4.
R e —— U , (4.68)

aullerdem sei der Abstands- oder Relativvektor

=7 — i (4.69)
(Achtung: 7 wird oft mit umgekehrtem Vorzeichen definiert).
o 1
Dann gilt
— =e ma _,
=R+ MZ 7, (4.70)
— =e my
P=R— Ml 7 (4.71)
Aus
mlﬁl :1“:1 :ﬁfx+ﬁ12, (472)
m27._}2 = FQ = ﬁ;x + le (473)

folgt MR = Fe* 4 Fg* = F** (Schwerpunktsatz) und, mit Hilfe des 3. Axioms,
S O . O SN RN

EN Fio (4.74)

my my ma ma my ma my ma

=:1/n

mit der reduzierten Masse p. Verschwinden die &ufseren Kréfte oder ist F‘f" ~ m,; (Gewichtskraft, Gravitations-
kraft), so folgt

uit = Fiy. (4.75)

Héngt aulerdem Fi5 nur vom Abstandsvektor 7 = 7 — 7% ab, so entkoppeln die Bewegungsgleichungen fiir R und
7 zu zwei effektiven Ein-Teilchen-Problemen.

Wir betrachten nun speziell Prozesse, bei denen die beiden Korper nicht gebunden sind, zumindest nicht fiir
alle Zeiten, d.h. bei denen 7" nicht beschrénkt ist. Man spricht von Streu- oder Stofiprozessen. Es gibt zwei wichtige
Bezugssysteme:
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1. das Laborsystem Sy, das Inertialsystem (wir vernachléssigen die beschleunigte Bewegung des Labors), in
dem ein Experiment durchgefiihrt wird und in dem wir die Dynamik beschreiben wollen und

2. das Schwerpunktsystem Sg, in dem der Schwerpunkt fiir alle Zeiten im Ursprung liegt. Dabei sei die Orien-
tierung von Sg dieselbe wie die von Sp, d.h. Sg rotiert nicht gegeniiber Sy .

In diesem Abschnitt bezeichnen wir Grofen im Schwerpunktsystem mit einem Unterstrich: 7 7 usw. Wir be-
trachten das Laborsystem S ndherungsweise als Inertialsystem. Die dufseren Kréfte mégen verschwinden, dann
bewegt sich der Schwerpunkt Rin Sy geradlinig und gleichférmig. Dann ist Sg ebenfalls ein Inertialsystem, das
aus Sy, durch eine Galilei-Transformation hervorgeht:

F—7=R=V, (4.76)
wobei V die konstante Geschwindigkeit des Schwerpunktes in Sy, ist, und damit die Geschwindigkeit von Sg
gegeniiber Sy. Daraus folgt

7 — pi = miR =m;V. (4.77)
Wir bezeichnen Grofen vor dem Streuereignis mit Symbolen ohne Strich und Gréfien nach dem Streuereignis mit
Symbolen mit Strich (). Mit ,yor und ,nach“ meinen wir die Grenzfille ¢ — —oo bzw. t — oo. (Das setzt voraus,
dass die entsprechenden Grenzwerte existieren. Dazu muss Fio hinreichend schnell mit |7] abfallen.)
Impulserhaltung bedeutet

1. in Sp: Py + p2 = P| + Py = P, dies sind drei Gleichungen fiir die sechs unbekannten Impulskomponenten
nach dem Stof,

2. in Sg: Py + pa = Py + Py = 0, woraus folgt

pp=—p1 und ph = —pj. (4.78)
Energieerhaltung bedeutet
=2 =2 >7\2 ~7\2
. U R V2 O 02)) /
1. S : = B}
oL 2m1 + ng 2m1 + 2m2 +Q
-2 ~2 57\ 2 ~7\2
p p p p
2.in Sg:  — + —= _ @) +(*2) +Q .
2my  2meo 2my 2my  —

Q" und @' bezeichnen die Energie, die wihrend des Streuprozesses aus kinetischer in andere Energieformen
umgewandelt wird. Es ist

OV s
277’1,1 2m2
(B maV)? = (7 4+ mV)? . (P2 +maV)? — (F) + maV)?
o 2m1 2m2
) =7\ 2 -2 =72
pi — (p1) P 5 — (P3) =
_4a 5o— )V 4= == 0 — o) - V. 4.79
Tom, T R) VAT (B - 1) (4.79)
Wegen p1 + ps — pi — p3 = 0 folgt
Q = Q’ (4.80)

Q' ist also invariant unter der Galilei-Transformation von Sy auf Ss. Wir unterscheiden:
e Q' = 0: elastische Streuung (kinetische Energie ist erhalten),

e Q' > 0: inelastische endotherme Streuung (kinetische Energie nimmt ab), Beispiel: Teilchen bleiben anein-
ander haften,
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e Q' < 0: inelastische exotherme Streuung (kinetische Energie nimmt zu), Beispiel: Teilchenzerfall.
Die Energieerhaltung liefert eine weitere Gleichung fiir die Bestimmung von pj, py bzw. p7, py: Konkret in Ss
gilt p» = —p1 und py = —pj. Es folgt
-2 2 =2 2
p p p p Pi
=L | =2 L2 L =12 (4.81)
2my1  2me  2u 2u 2u

hier steht keine Summe {iber . Wir haben wie {iblich p; = |p;| verwendet. Analog gilt

T = =~ firi=12 (4.82)

Aus T =T+ Q' folgt

Py =\/2uT" = \/2uT — 2pQ' = | [p? — 2puQ" fiir i, j = 1,2. (4.83)

Dies legt die Betrdige der Impulse in Sg fest.

N
// -5 SS
’ V2
/ —_— \
/ \
/ \
I 0 \
. — : C
' P b2
\ ; ¢
\ ; -
\
_y /
N2 /

Zusammengefasst erzwingt die Impulserhaltung im Schwerpunktsystem, dass

=-p wd p=-p (4.84)

IS

gilt. Die Energieerhaltung fiihrt zusétzlich auf

pi] = o8] = || — 20Q" = /| a|* — 20 (4.85)
71| = |73] = /|7

Zwei von sechs Komponenten von p] und p3, ndmlich z.B. die Polarwinkel von p], sind noch unbestimmt. Diese
kann man durch die beiden Winkel § (Streuwinkel) und ¢ (Azimutalwinkel) ausdriicken. @ ist in der obigen Skizze
bezeichnet. ¢ beschreibt die Orientierung der Ebene, die 7 und 7] (und damit pp und 73) enthilt, relativ zu
festen (Labor-) Achsen. Um 6§ und ¢ zu bestimmen, miissen wir den konkreten Streuprozess untersuchen, d.h. die
konkreten Bahnen bestimmen. B

Beispiel: Elastischer Stofs zweier harter Kugeln. Im Laborsystem ruhe eine Kugel mit der Masse m und dem
Radius r¢. Eine zweite, identische Kugel trifft mit dem Impuls p5 und dem Stofparameter b (siche Skizze) auf sie.

—

b2

bI To

Q
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Im Schwerpunktsystem im Augenblick des Stofes sieht die Situation wie folgt aus:

|
|
|
|
|
=
|
=
Il
[
oS
IS

2

Aus Symmetriegriinden gilt:

e P, P2 und ﬁ , 22/ liegen in einer Ebene. Wir wihlen diese als zy-Ebene und haben dann ¢ = 0.

b -0 0
T sin 5 = Cosg (siehe Skizze) =

b
6 = 2 arccos —, solange b < 2r gilt.
2’["0

e Im Fall b > 2ry verfehlen sich die Kugeln und trivialerweise gilt 8 = 0.

0

|

SIE




Kapitel 5

Lagrange-Mechanik 1

Im Prinzip enthélt die bisher besprochene Newton-Mechanik bereits alles, was wir zur Beschreibung der Dynamik
beliebiger klassischer Teilchensysteme bendtigen. In vielen Féllen ist sie jedoch fiir die praktische Losung nicht
geeignet. Die wesentlichen Probleme bestehen darin, dass die Newtonschen Bewegungsgleichungen (fiir konstante
Massen)

Fi = mlmz (51)

nur fiir kartesische Koordinaten z; in einem Inertialsystem gelten. Wir kénnen die Bewegungsgleichungen natiirlich
in andere Koordinaten und auch andere Bezugssysteme transformieren. Der Punkt hier ist, dass wir sie nicht gleich
in beliebigen Koordinaten schreiben konnen, weil Gl. (5.1) in anderen als kartesischen Koordinaten nicht dieselbe
Form hat. Auch kénnen wir zwar Gl. (5.1) fiir beschleunigte Bezugssysteme mit Hilfe von Scheinkréften schreiben,
aber wir wissen a priori nicht, wie die Scheinkrafte aussehen; zur Herleitung der Scheinkréfte in Kapitel 3 mussten
wir zundchst von einem Inertialsystem ausgehen.

Kartesische Koordinaten in Inertialsystemen kénnen aus verschiedenen Griinden unpraktisch sein:

1. die Symmetrie des Systems legt andere Koordinaten nahe,
2. wir wollen die Bewegung in einem beschleunigten Bezugssystem beschreiben,
3. die Koordinaten sind nicht unabhéngig voneinander.
Der dritte Fall kann bei Anwesenheit von Zwangsbedingungen auftreten. Ein Beispiel ist eine starre Hantel.

mo

R

Hier ist der Abstand der beiden Massenpunkte durch die Zwangsbedingung |y — 71| = R festgelegt. Von den
sechs reellen Groflen 77, 5 kdnnen wir also eine durch die iibrigen ausdriicken. Fiinf reelle Grofien reichen aus,
um die Lage der Hantel eindeutig zu charakterisieren.

Zweites Beispiel: Ein in zwei Dimensionen auf einer Ebene rollendes Rad.

<
77777
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Der Mittelpunkt (z,y) des Rades hat immer denselben Abstand von der Ebene. In unserem Koordinatensystem
gilt also

Yy = Yo = const. (5.2)
Der Auflagepunkt des Rades gleitet nicht, ist also momentan in Ruhe. Daher gilt die Rollbedingung
i = Ro, (5.3)
die wir integrieren kénnen zu
x=z9+ R¢ (5.4)

(wir miissen offenbar beliebige reelle Winkel ¢ zulassen). Damit ist nur eine Grofe unabhéngig, z.B. x oder ¢.

Es wére sehr niitzlich, Bewegungsgleichungen in beliebigen Koordinaten aufstellen zu konnen. Dies leistet
die Lagrangesche Formulierung der klassischen Mechanik. Im Gegensatz zur Newtonschen Bewegungsgleichung
lasst sich die Lagrangesche Formulierung auch jenseits der klassischen Teilchen-Mechanik in der Feldtheorie und
der Quantenmechanik/Quantenfeldtheorie sinnvoll verwenden. Innerhalb der klassischen Mechanik ist sie zur
Newton-Mechanik &quivalent, d.h. sie enthélt keine ,neue Physik®.

5.1 Zwangsbedingungen und Zwangskrafte

Wir definieren zunéchst zwei zentrale Begriffe: Zwangsbedingungen sind geometrische Bedingungen, die die Be-
wegung einschrinken. Zwangskrifte sind die Kréfte, die in den Bewegungsgleichungen fiir die Einhaltung der
Zwangsbedingungen sorgen. Beispiele sind Auflagekrifte (Fuboden auf Schuhsohlen) und Faden-/Seilspannungen
(Pendel). Wenn wir ein mechanisches System mit Zwangsbedingungen durch Newtonsche Bewegungsgleichungen
unter Einschluss der Zwangskriifte zu beschreiben versuchen, stoffen wir auf ein Problem: Wir kennen die Zwangs-
kréfte gar nicht explizit.

Um Fortschritte zu machen, ist es sinnvoll, das Problem mdglichst genau zu verstehen. Daher untersuchen wir
zunéchst, welche Typen von Zwangsbedingungen auftreten kdnnen.

5.1.1 Holonome Zwangsbedingungen

Eine naheliegende Klasse von Zwangsbedingungen sind solche, die sich als Gleichungen fiir die Koordinaten und
evtl. die Zeit schreiben lassen:

fo(F1, 7, .., PN, t) =0 (5.5)
fir v =1,...,p (p ist hier die Anzahl der Zwangsbedingungen dieser Form). Man unterscheidet
e holonom-skleronome Zwangsbedingungen: diese héngen nicht explizit von der Zeit ab, df, /0t = 0,
e holonom-rheonome Zwangsbedingungen: diese hingen explizit von der Zeit ab, df, /0t # 0.

Allgemein kénnen sowohl holonom-skleronome als auch holonom-rheonome Zwangsbedingungen vorliegen.
Beispiele:

e Hantel: holonom-skleronom,

|’172 — 7?1| =R = f](F]_,FQ) = ‘FQ — Fl‘ —R=0. (56)

e Teilchen im Aufzug (das Teilchen soll nicht abheben): holonom-rheonom,

z=h(t) = fi(Ft):=2—h(t)=0. (5.7)

LY
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Alle holonomen Zwangsbedingungen reduzieren die Anzahl der unabhiéngigen Koordinaten. Existieren bei N
Teilchen mit 3N Koordinaten nadmlich p unabhéngige holonome Zwangsbedingungen

fo(P1,...,PN,t) =0, v=1,...,p, (5.8)
so kann man p Koordinaten mittels dieser Gleichungen durch die iibrigen ausdriicken und es bleiben
S=3N-p (5.9)

Koordinaten iibrig.

5.1.2 Nicht-holonome Zwangsbedingungen

—

Das sind natiirlich gerade solche Zwangsbedingungen, die sich nicht als f, (71,7, ...7n,t) = 0 schreiben lassen
und die daher die Anzahl der Koordinaten nicht reduzieren.
(a) Eine wichtige Klasse sind Zwangsbedingungen in der Form von Ungleichungen

gl/(FlaafNat) 20 (510)

Beispiel 1: Skispringer. Beispiel 2: Teilchen im schnell beschleunigten Aufzug. Die Beschleunigung des Aufzugs
kann h < —g sein, er beschleunigt dann mit mehr als Erdbeschleunigung nach unten, so dass das Teilchen vom
Boden abhebt. Also gilt nur noch

2>h(t) = qu(Ft) =z —h(t) > 0. (5.11)

In beiden Beispielen ergibt sich eine Losungsmoglichkeit daraus, dass entlang der Bahn stiickweise eine holonome
Zwangsbedingung ¢g; = 0 gilt und stiickweise gar keine. Man kann die beiden Fille getrennt betrachten und die
Losungen so aneinander setzen, dass Ort und Geschwindigkeit stetig sind.

(b) Eine zweite Klasse sind Zwangsbedingungen in differentieller, nicht integrierbarer Form, also

6fl,::J,,l-dF1+EL'V2-dF2+~-~+b,,dt:0, v=1,...,p, (512)
wobei die d,, und b, selbst Funktionen von 7, ..., 7, t sein konnen. ,Nicht integrierbar” bedeutet, dass J f,
kein totales Differential ist. D.h. es gibt keine Funktion f, (71, ...,7n,t), so dass
af;/ afu 6fy
ﬂl/ = ) ﬁV = = ) bl/: 5.13
W= om0 T o ot (5.13)
gilt. Denn sonst ware
afy afy, afy
5f, = =2 dfy + =X - dify + - - - dt = df, 5.14
f 67“1 1t (97“2 2+ + ot f ( )

doch ein totales Differential und aus ¢ f, = df, = 0 wiirde
fu(P, ..., PN, t) = const (5.15)

folgen und wir hétten eine holonome Zwangsbedingung (die Konstante kann auf die linke Seite gebracht werden).
Zwangsbedingungen in differentieller Form lassen sich anschaulicher als Bedingungen fiir Geschwindigkeiten
formulieren. Aus

(3:1,1 . dFl -+ 5:1,2 . dFQ —+ -+ bydt = O (516)

folgt durch formale Division durch dt,

1 71+ dyz T+ + by =0 (5.17)
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Beachte, dass d@,, und b, allgemein von 7y, ..., ¥y und ¢ abhingen diirfen. Gleichung (5.17) ist dagegen von
spezieller Form, ndmlich linear, in den Geschwindigkeiten 7. Die Zwangsbedingung ist eine Differentialgleichung
1. Ordnung fiir 7 (t), #(t), ..., die simultan mit den Bewegungsgleichungen (2. Ordnung)

ﬁl = mlv%’l, ﬁg = m27%'2, [N (518)

gelost werden muss. Zwangsbedingungen in Form von Differentialgleichungen 2. Ordnung kénnen nicht auftre-
ten, weil die Bewegungsgleichungen ebenfalls 2. Ordnung sind und jede weitere Gleichung 2. Ordnung entweder
redundant oder unerfiillbar ist.

Beispiel: Rollende Kugel auf Ebene.

Wir haben eine holonome Zwangsbedingung fiir den Mittelpunkt # der Kugel: z = R. Die Kugel kann nun in
zwei unabhéngige Richtungen rollen. Die zugehorigen Rollbedingungen (rollen ohne zu gleiten) sind analog zum
rollenden Rad:

e Rollt die Kugel in z-Richtung, so rotiert sie um die positive y-Achse (Rechte-Hand-Regel), d.h. die Kompo-
nente wy der vektoriellen Winkelgeschwindigkeit & = (w1, wa,ws) beschreibt diese Rotation. Die Rollbedin-
gung lautet

T =Rwys < dx— Rwydt=0. (5.19)

e Rollt die Kugel in y-Richtung, so rotiert sie um die megative z-Achse, d.h. die Rotation wird durch die
Winkelgeschwindigkeit —w; beschrieben. Die Rollbedingung lautet

y=—Rw <& dy+ Rwidt=0. (5.20)

« ist i.A. implizit zeitabhéngig und man kann die Rollbedingungen daher nicht allgemein integrieren, um holono-
me Zwangsbedingungen zu erhalten. Anschaulich kénnen wir verstehen, dass die Rollbedingungen die Lage der
Kugel nicht einschréanken: Wir kénnen eine Kugel so bewegen, dass sie in jeder beliebigen Orientierung an jedem
beliebigen Punkt endet.

5.2 Generalisierte Koordinaten

Wir nehmen an, dass p holonome Zwangsbedingungen vorliegen, dann haben wir S = 3N — p unabhéngige Koor-
dinaten. Die Lagrangesche Formulierung der Mechanik verwendet generalisierte Koordinaten, die nicht kartesisch
oder auf ein Inertialsystem bezogen sein miissen. Wir stellen nur die folgenden viel schwécheren Forderungen: Die
generalisierten Koordinaten ¢;, g2, ... miissen

e die Konfiguration eindeutig beschreiben und
o unabhdngig sein.

Es miissen dann genau S generalisierte Koordinaten existieren. Wegen der Eindeutigkeit gilt fiir die kartesischen
Koordinaten, unter Verwendung der Zwangsbedingungen, 7#; = 7;(q1,...,qs;t) fiir ¢ = 1,..., N. (Wir werden
gelegentlich die Bedingungen lockern und generalisierte Koordinaten betrachten, die nicht unabhéngig sind.)
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Die Ableitungen ¢; := dg;/dt bezeichnen wir als generalisierte Geschwindigkeiten. Der Konfigurationsraum
ist eine Menge von Tupeln (¢1,...,qs), die die Konfiguration fast iiberall eineindeutig (bijektiv) beschreiben. Er
muss nicht der Raum R¥ sein, da einige der ¢; z.B. Winkel sein kénnen.

Beispiele:

e Ebenes Doppelpendel:

Giinstige generalisierte Koordinaten sind die Winkel ¢; und ¢5. Der Konfigurationsraum ist [0, 27[®][0, 27].
Dieser ist isomorph zu S' ® S, wobei S! einen Kreis bezeichnet.

e Hantel: Geeignete generalisierte Koordinaten sind die kartesischen Koordinaten des Schwerpunktes und zwei
Polarwinkel 6, ¢, die die Orientierung des Relativvektors i — 7} beschreiben. Der Konfigurationsraum ist
R? ® S? (S? ist die zweidimensionale Kugelfiéiche).

e Teilchen im Zentralkraftfeld: Geeignete generalisierte Koordinaten sind die Kugelkoordinaten r, 6, ¢. Der
Konfigurationsraum ist {0} U (]0, 00[®5?), isomorph zu R3. (Alternativ kann man Zylinderkoordinaten
verwenden, wenn man ausnutzt, dass die Bahn eben ist.) Dieses Beispiel illustriert, dass generalisierte
Koordinaten auch ohne Zwangsbedingungen sinnvoll sein kénnen.

5.3 Das d’Alembertsche Prinzip

Unser Ziel ist die Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichung fiir die generalisierten Koordinaten ¢y, ..., gs.
Die einzige Bewegungsgleichung, die wir bisher kennen, ist Newtons 2. Axiom
p=mit,=F, i=1,...,N (5.21)

(fiir konstante Massen). Davon miissen wir also ausgehen. Wir schreiben
mit; = K; + Z; (5.22)

mit der uns bekannten treibenden Kraft K; und der Zwangskraft Z;. Unser Problem ist, dass wir zwar die
Zwangsbedingungen kennen, aber nicht die Zwangskrafte ZZ Da wir die Zwangsbedingungen kennen, kénnen
wir alle mit ihnen vereinbaren Bewegungen # (t), 7 (t), ... der Teilchen angeben, wissen aber noch nicht, welche
davon die richtige ist. Seien nun 7 (t), 72 (¢), . .. und 7 (¢), 75 (t), . .. zwei mit den Zwangsbedingungen vertrigliche
Bewegungen, die sich nur um infinitesimale Grofen

57(8) = 7(t) — Filt) (5.23)

unterscheiden. Diese nennt man virtuelle Verriickungen, was, zusammen mit dem Symbol ,,6% ausdriicken soll,
dass es i.A. keine realen Verschiebungen der Massenpunkte entlang irgendeiner méglichen Bahn sind.
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Nun ist plausibel, dass die Zwangskréfte unter virtuellen Verriickungen keine Arbeit leisten, >, qu -01; = 0 fiir alle
Zeiten t. Wir betrachten z.B. einen auf einer Oberfliche gleitenden Korper: Die Zwangskraft ist die Normalkraft
Fy und die virtuellen Verriickungen, die ja die Zwangsbedingungen respektieren, liegen tangential zur Oberflache,
also Z - 67 = Fy - 67 = 0. Allgemein halten die Zwangskréfte die Teilchen auf den erlaubten Bahnen und miissen
daher senkrecht zur Schar aller erlaubten Bahnen stehen. Diese Aussage ist das wichtige Prinzip der virtuellen
Arbeit,

> Zi-oii=0 vt (5.24)

Man kann dieses Prinzip nicht aus den Newtonschen Axiomen herleiten, und z.B. Kuypers bezeichnet es deshalb
als ein zusétzliches Axiom. Es ist eigentlich offensichtlich, dass es nicht aus den Newtonschen Axiomen hergeleitet
werden kann, weil die Newton-Mechanik das Konzept der Zwangskraft gar nicht kennt. Man kann das Prinzip der
virtuellen Arbeit als Teil der Definition der Zwangskraft fiir holonome Zwangsbedingungen ansehen.

Wegen p; = K, +Z; folgt sofort das d’Alembertsche Prinzip

> (K —pi) -0 =0 V. (5.25)
Wir haben damit die unbekannten Zwangskréfte aus der Beschreibung eliminiert. Allerdings kénnen wir prak-
tisch noch nicht viel damit anfangen, weil die 3N Komponenten der §7; wegen der p Zwangsbedingungen nicht

unabhéngig sind. Daher fithren wir jetzt generalisierte Koordinaten q1, g2, ..., ¢s ein, wobei S = 3NN — p ist.
Aus 7 = 7(q1, .. .,qs;t) mit i = 1,..., N folgt
a7, N O oF;
2 i . 3
= = = 5.26
T ; 0q; A ot (5.26)
Hierin sind 07;/dq; und 0r;/0t Funktionen von ¢i, ..., gs und t. Also erhalten wir die F; als Funktionen

7i(q1,---,4s; 41, - .-, qs;t). Diese Funktion ist linear in den ¢;. Aus Gleichung (5.26) lesen wir ab

or, _ or
— = . 5.27
90, ~ 9g; (5.27)
Aus 7 = 7(q1, - .., gs;t) folgt andererseits fiir die virtuellen Verriickungen, bei denen die Zeit ja nicht verédndert
wird,
= or,
O0F; =Y = dg;. (5.28)
=
Damit wird der erste Term im d’Alembertschen Prinzip
N N S o7, s
SLRUES 9 SN S 520
i=1 i=1 j=1 £ j=1
mit den generalisierten Kriften
N
- OF;
er:E:}Qoa : (5.30)
i=1 %
Der zweite Term im d’Alembertschen Prinzip lautet
. . . OF
N hiem == om0 = =3 Y mit o dq; (5.31)
i i i j _ %4

Der unterklammerte Ausdruck ist

- OF, d (- OF . d OF d?aﬁ- T-?aﬁ-
T’Z . e — 7‘1; . — ri PR— f—— P - — T —
8qj dt 8qj dt 6(]j dt 8Qj 6(]j
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d 9 (1., 0 (1.,
_ 49 (1) 0 (1., 5.32
o (3%) -3 (27) 63
Nun ist die kinetische Energie T = 7, (1/2)m,7?2, also ergibt sich
- d oT 0T
— ) Pi-oTi=— — — — — ] dg;. 5.33
Zz':p ' Z(dt 9q; 3%’) & (5:33)

Das gesamte d’Alembertsche Prinzip lautet also

und schliefslich P
d 0T 0T
— — = — —Q,; ]| 6¢g; = 0. 5.34

Dies ist das d’Alembertsche Prinzip in generalisierten Koordinaten.

Fiir holonome Zwangsbedingungen sind die Koordinaten ¢; voneinander unabhéngig. Thre Variationen (vir-
tuellen Verriickungen) d¢; konnen also unabhéngig voneinander gewéhlt werden (z.B. kénnen wir alle dg; bis
auf eines gleich Null setzen). Aus dem d’Alembertschen Prinzip folgt dann, dass alle Koeffizienten verschwinden

miissen. Es gilt also
d or 0T
—— ——=0Q;, j=1,...,5 5.35
Beachte, dass diese Gleichung fiir kartesische Koordinaten ohne Zwangsbedingungen mit; = Fy ergibt. Die Glei-
chung ist also eine Verallgemeinerung des Newtonschen Bewegungsgesetzes. Wir haben unser Hauptziel erreicht:
Die Bewegungsgleichungen sind explizit fiir die S unabhéngigen generalisierten Koordinaten formuliert und ent-
halten die Zwangskréfte nicht mehr.

5.3.1 Mechanisches Gleichgewicht

An dieser Stelle kbnnen wir das Konzept des mechanischen Gleichgewichts einfiihren. Ein mechanisches System ist
im Gleichgewicht, wenn sich die kartesischen Koordinaten in einem Inertialsystem, 7;, nicht mit der Zeit &ndern.
Dann gilt, unter der Annahme konstanter Massen, p; = 0 und das d’Alembertsche Prinzip in der Form (5.25)
wird zu

> K- 67 =0. (5.36)

Im Gleichgewicht verschwindet also die virtuelle Arbeit der treibenden Krifte. In der obigen Herleitung fillt also
der Term der kinetischen Energie weg und wir erhalten die analoge Bedingung

> Qi0q; =0 (5.37)
J

auch fiir die generalisierten Krifte und Koordinaten. Fiir holonome Zwangsbedingungen folgt Q; = 0 fiir j =
1,...,S als Gleichgewichtsbedingung.

5.4 Lagrange-Funktion und Lagrange-Gleichungen 2. Art

Wir untersuchen nun, wie die allgemeine Bewegungsgleichung (5.35) speziell fiir konservative treibende Krifte
aussieht. Fiir konservative Kraftfelder gilt
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Damit konnen wir fiir die generalisierten Kréfte schreiben (Kettenregel!)

Lo, ov oFn oV
. = Klizf . :77, :1,..., . .
© Z g, Z or;  Oq; ;" 7 > (5:39)

Fiir konservative Krifte sind die generalisierten Krifte also durch die Anderungen der potentiellen Energie mit
den entsprechenden generalisierten Koordinaten gegeben. Der Zusammenhang zwischen Kréaften und Potential
bleibt also im Vergleich zur Newton-Mechanik i.W. unveréndert.

Da das Potential nicht von den Geschwindigkeiten 7 bzw. ¢; abhéingt, gilt aufierdem

ov
— =0. 5.40
- (5.40)
Mit dem d’Alembertschen Prinzip folgt
d 0 0 d aT oT
——— T -V)—— (T -V))dq; = ——— —0—-—-Q;)dq; =0 5.41
;(dt a7, V)= 3 =V)) ;(maqj 7, ~ )90 40
und fiir holonome Zwangsbedingungen (unabhéngige dg;)
d 0 0
——— T -V)——(T-V)=0 i=1,...,5. 5.42
Fog TV =g T=V)=0 j=1.. (5.2
Wir definieren die Lagrange-Funktion
L=T-V (5.43)
oder ausfiihrlicher
L(QL .. 'aqs;q.lw .. 7qS7t) = T(Qh .. 'aqs;q.h' .. 7q57t) - V(qla' . -,CIS)- (544)

Im Folgenden ist die Funktion (Abbildung) (q1,...,qs;¢1,---,4s;1) — L wichtig, nicht nur der Wert von L,
daher miissen wir beachten, was die unabhéngigen Variablen sind.
Damit erhalten wir die Lagrange-Gleichungen 2. Art

d OL OL
—— = fi j=1,...,5. 4
i 93, 9g; 0 fir j ey S (5.45)

Die Lagrange-Gleichungen sind i.A. S Differentialgleichungen 2. Ordnung (!) fiir die g;(¢). Die allgemeine Losung
enthélt demnach i.A. 25 freie Parameter. Wir brauchen also z.B. 25 Anfangsbedingungen, um eine spezielle
Losung festzulegen. (Offenbar gibt es auch Lagrange-Gleichungen 1. Art. Diese werden wir im folgenden Kapitel

besprechen.)
Beispiele: 1. Gleitende Perle auf gleichférmig rotierendem Draht:

/m

wt

Y

Die Zwangsbedingungen sind z = 0 (holonom-skleronom) und y = z tanwt (holonom-rheonom). Damit ist S =1
und wir brauchen genau eine generalisierte Koordinate. Eine geeignete Wahl ist ¢ = r, die Position entlang des
Drahtes. r ist nicht der Abstand (die Radius-Polarkoordinate), da r auch negativ werden kann, wenn die Perle auf
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der anderen Hélfte des Drahtes sitzt. Tatsdchlich kénnen wir r als kartesische Koordinate in einem rotierenden,
und damit nicht inertialen, Bezugssystem verstehen.
Die kinetische Energie ist

T= 2 (@ +3?) = 5 (2 +1732), (5.46)
vgl. Abschnitt 2.1. Mit ¢ = wt folgt
T= % (@* + ¢?w?). (5.47)
Mit V = 0 wird m
L=T=7% (@ + ¢*w?) (5.48)

und die Lagrange-Gleichung fiir ¢ lautet

d 8L aL d . 2 . 2
— e _ 2 _ = - 5.49
203 0q di mq —mw‘q = mg — mwq ( )
und es folgt
j=wq. (5.50)

Diese Gleichung ist nicht analog zum harmonischen Oszillator, da die generalisierte Kraft nicht riicktreibend ist.
Wir l6sen die Gleichung mit dem Ansatz ¢ = e*. Es folgt ¢ = A\2eM = w?e, also A = w?, und schlieklich
A = tw. Die allgemeine Losung ist

q(t) = Ae¥! + Be " (5.51)

(in den Exponenten steht kein ¢!). Z.B. fiir die Anfangsbedingungen ¢(0) = r(0) = ro > 0 und ¢(0) = 0 folgt
A+ B=round A— B =0, also A= B = ry/2 und damit

wt —wt
q(t) =ro % = rg cosh wt. (5.52)
Die Perle bewegt sich also beschleunigt vom Ursprung fort, obwohl gar keine treibende Kraft vorhanden ist. Die
Beschleunigung muss daher aufgrund der Zwangskrafte erfolgen. Bei rheonomen Zwangsbedingungen ist dies i.A.
moglich. Beachte, dass eine Beschleunigung stattfindet, obwohl die Zwangskraft das Prinzip der virtuellen Arbeit
erfiillt — sie steht senkrecht auf dem Draht.
2. Pendel mit gleitender Aufhdngung:

Zwangsbedingungen: z; = z3 = 0, y; = 0 und (z1 — 22)% + 35 — [2 = 0. Wir erhalten S = 6 — 4 = 2 unabhiingige
Koordinaten. Wir wéhlen ¢; = z; und g2 = ¢. Dann ist

To = q +1sing, (5.53)
y2 = lcosga. (5.54)
Es folgt
I 501 2, .o
T = 5 midt + 5 mao(Z5 + U5)
=5 (b ma)i? 4 5 ma (PGS + 2 cosgy) (5.55)
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und

V = —magl cos ga. (5.56)
Also ist
my 4 mo 2

2

Wir kénnen jetzt sofort die Lagrange-Gleichungen fiir g; und go hinschreiben. Sie lassen sich mit etwas Miihe in
geschlossener Form 16sen. Wir stellen hier nur fest, dass L gar nicht von ¢; selbst abhéngt, nur von ¢;. Damit ist
die Lagrange-Gleichung fiir ¢; relativ einfach:

L=T-V = + —= l2q2 + molq1¢o cos g2 + magl cos go. (5.57)

d OL d
= —— = — 7 l 7 . 5~58
& 94, i [(m1 4+ ma2)d1 + malds cos ¢s] ( )
Also ist
(my + ma)d1 + malgs cos g; = const (5.59)

eine Erhaltungsgréfe (ndmlich die z-Komponente des Gesamtimpulses). Diese erlauben Einsicht in das gegebene
Problem und sind niitzlich bei der mathematischen Losung. Wir kommen darauf zuriick.

5.4.1 Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen

Eine Motivation der Lagrange-Mechanik war, dass sie fiir beliebige generalisierte Koordinaten gilt. Dies wird
formal durch die Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen unter Punkttransformationen ausgedriickt: Wenn

d OL 0L

— =0 fir 5=1,...,8 5.60

dt 84;  9q; U= e (5.60)
gilt und eine bijektive, differenzierbare Abbildung

4 =q(q,-,qs3t), j=1,...,8 (5.61)
existiert, so gibt es eine Funktion

L'(qys-- - 453 dhs- - - ds3 1), (5.62)

so dass gilt

d oL oL

— ——=0 fir j=1,...,5. 5.63

dt 9, ~ 9q e (5.63)

Beweis: Wegen der Bijektivitét konnen wir schreiben ¢; = ¢;(¢}, ..., q4;t). Es folgt mittels der Kettenregel

OqJ aqj
5.64
A (5.6)
und wir koénnen ablesen, dass gilt
94; _ 04
— = 5.65
dq,  Oq (5.65)

Wir beweisen hier sogar eine stirkere Aussage, dass ndmlich L’ gleich L ist, aber ausgedriickt durch die neuen
Variablen ¢j, ¢;:

Ll(qll,...,qu;(ﬁ,...,q{s;t) = L(ql(q,h'--aqg;t)v---;q1(q/17"-aqf9;Qi>'-'7qAIS;t)"";t)' (566)

Fiir die so definierte Funktion L’ gilt

oL (6‘L dq; 0L aqj>
oL’ _ 4 9L 945 5.67
dq] Z dq; Oqp  9¢; Iq; (5.67)
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und
oL’ oL aq] oL 8qj
a a- ag a- a7/ 5.68
aq; zj: 0q; 04, Ej: 0¢; Oqj ( )
d oL - d OL aq]‘ oL d an‘
- ﬁ%"zuﬁ%ﬁww%ﬁw' (569
——
= 04;/9q;
Also folgt

dt 84; g,

=0

d oL oL Z(d oL 3L>aqj

J

L' als Funktion von ¢}, ¢; und t erfiillt also die Lagrange-Gleichungen 2. Art, was zu zeigen war. Diese Formin-
varianz ist eine sehr umfangreiche Symmetrie — die Abbildung (¢1,...,¢s) — (¢}, ... ¢5) muss nur bijektiv und
differenzierbar sein.

5.5 Verallgemeinerte Potentiale

Bei holonomen Zwangsbedingungen und beliebigen, nicht unbedingt konservativen, Kréften gelten die Bewegungs-
gleichungen

- —Q; =0, (5.71)

vgl. Abschnitt 5.3. Wir hatten gesehen, dass fiir konservative Krifte die Lagrange-Gleichungen folgen, wobei die
generalisierten Krifte als Gradienten

ov
Qi=—2 5.72
J aqj ( )
eines Potentials V(qy, ..., ¢s) geschrieben werden koénnen.
Lagrange-Gleichungen 2. Art ergeben sich auch fiir noch allgemeinere Kréfte, ndmlich wenn ein verallgemei-
nertes Potential U(qu,...,qs;41,---,qs;t) existiert, so dass
d oU oU
il 5.73

gilt. Hangt U nur von den Koordinaten ¢; ab, so ist U ein Potential im engeren Sinne und die resultierende Kraft
ist konservativ. Allgemein folgt aus Gleichung (5.71)

o o — o+ 2 =0, (5.74)

also
d OL oL

@95 9
mit der verallgemeinerten Lagrange-Funktion L =T — U.

Krifte, die nicht konservativ sind, aber (5.73) erfiillen, existieren tatséchlich. Ein Beispiel sind explizit zeit-
abhéngige Gradientenfelder

=0 (5.75)

0
Qar,- v asit) = =5 Ular,-..qsib). (5.76)
95

Dadurch wird z.B. eine Mondfiéhre oder ein leichter Asteroid im zeitabhéngigen Gravitationsfeld von Erde und
Mond beschrieben.
Das wohl wichtigste Beispiel ist aber die Lorentz-Kraft

Fp =q(E+7x B). (5.77)
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Man kann die Felder E , B durch das skalare und das Vektorpotential ausdriicken (siehe Vorlesung Elektrodyna-
mik),
(5.78)
B=VxA (5.79)
Das verallgemeinerte Potential lautet
Uq(¢77~/f)q<¢zfjf4j>a (5.80)
j=1

wie wir jetzt zeigen: In kartesischen Koordinaten x1,z9, x3 ist

doU U  dA; 96 A
R i L R DL vy
06 0A, 04, | 0A;
= g 22 LN i 5.81
Yo, Tt O B, iy +q : v (5.81)
—_—— ———

Im zweiten Schritt haben wir die Kettenregel auf dA;/dt angewendet. Die letzten beiden Terme lauten in Vek-
tornotation

—q (7 V)A+qV(F A) = qFx (V x A) = qi x B. (5.82)
Also folgt
d oU oU L o=
@Tij_@_qEJ +q (v x B)j, (5.83)

was zu zeigen war.
Zusammenfassend erhalten wir die verallgemeinerte Lagrange-Funktion fiir ein geladenes Teilchen in einem
beliebigen, orts- und zeitabhéngigen elektromagnetischen Feld:

—_

inm?a*qqﬂrq?%_l’. (5.84)

Das ist ein iiber die klassische Mechanik hinaus wichtiges Ergebnis.

5.6 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir hatten die Lagrange-Gleichung aus dem d’Alembertschen Prinzip erhalten, das wiederum aus den Newton-
schen Axiomen und der Definition der Zwangskréfte folgt. Das d’Alembertsche Prinzip

d oT 0T
S (f oy~ iy~ @) =0 55)

ist lokal fiir jeden Punkt entlang der Bahn formuliert. Wir betrachten nun ein dquivalentes Prinzip, das global, also

flir die gesamte Bahn, formuliert ist. Lokale Variationsprinzipien nennen wir auch Differentialprinzipien, wahrend

globale Variationsprinzipien Integralprinzipien genannt werden. Wir beschranken uns auf Systeme mit holonomen

Zwangsbedingungen. Dazu schreiben wir ¢:= (g1, ...,qs) und nennen ¢(t) die Konfigurationsbahn des Systems.
Die Wirkung einer Konfigurationsbahn ¢(t) auf dem Zeitintervall [t1, to] ist definiert als

S(at) = / "t L(a(t). (). 1). (5.86)

t1
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Die Wirkung ist ein Funktional, d.h. eine Abbildung von einer Menge von Funktionen, hier der Funktionen
q:t— q(t), in eine Menge von Zahlen. Funktionale werden dadurch gekennzeichnet, dass man das Argument in
eckige Klammern setzt.

Die Konkurrenzschar ist die Menge aller Konfigurationsbahnen mit gegebenen, festen Anfangs- und Endzeit-
punkten ¢, ts und gegebenen, festen Anfangs- und Endkonfigurationen ¢(t1) = ¢4, q(t2) = ¢&:

M = (q(t) | d(t) = Ga A qlt2) = Gir). (5.87)

Die Differenzen zwischen verschiedenen Bahnen sind wieder virtuelle Verriickungen, die 0G4 = d¢r = 0 erfiillen
miissen, aber sonst beliebig sind. Niitzlich sind spéter insbesondere infinitesimale Verriickungen. Nun kénnen wir
das Hamiltonsche Prinzip formulieren: Die tatsichliche Konfigurationsbahn ¢(t) macht die Wirkung S[q(¢)] auf
M stationér (i.A. minimal).

Eine dquivalente Formulierung ist: Fiir die tatsichliche Konfigurationsbahn ¢(t) verschwindet die Variation
von S fiir infinitesimale virtuelle Verriickungen in M:

65 =10 / tzdt L(q(t),q(t),t) = 0. (5.88)

ty

Fiir das Funktional S entspricht dies der bekannten Aquivalenz fiir Funktionen f: f(z) hat einen stationiren Punkt
& df/de = 0 < df = 0. Das Symbol ,,§ verhélt sich im Wesentlichen wie ,,d* fiir das totale Differential, nur
sind die Argumente der Funktionals S[g(t)] nicht Zahlen, sondern ganze Funktionen, die {iberabz&hlbar unendlich
viele Zahlen g¢;(t) fiir alle ¢t € [t1,t5] reprisentieren. (Das Symbol ,,6“ hat nichts mit einem nicht vollsténdigen
Differential zu tun!)

Wir zeigen nun, dass das Hamiltonsche Prinzip aus dem d’Alembertschen folgt, und illustrieren zugleich die
Rechnung mit Variationen: Es ist

N
= > (it = K) - 075 = Y (mat - 67 — K, - 07%)

i=1 Q
= mﬂ(? 7)) —my T - 07 — K; - OF; (5.89)
- . Zdt (] K3 (3 3 7 1 ] .

! =06(1/2)i2

Wir integrieren dies iiber [t1,ts]:

o—/thtZ iy o7 - 6 2 Ry o (5.90)
- ” - dt ) i 2 i [ i - .

Der erste Term ist (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

/ttdtjthfaf = S o7

2
=0, (5.91)
t

1
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da Anfangs- und Endkonfiguration festgehalten werden sollen: 67;(t1) = 67;(t2) = 0.
Es bleibt, nach Vorzeichenwechsel,

o:/tl dt (52 L+ ZK O ) :/tl dt <5T+ZQJ5(]J) (5.92)

J
A,_/ %,_/

=T =327, Q04

Sind die Kréfte konservativ, so ist
oV

Z Q;0q; = o 5qj = =0V (5.93)

und es folgt das Hamiltonsche Prinzip:
to ta to
0:/ dt(éT—éV):cS/ dt(T-V)=96 dt L =68S. (5.94)
t1 ty t1

Existiert zumindest ein verallgemeinertes Potential U, so ist

d oU ou
Y =Y (G gy, ) 3 gy, 0

_ % | ggaqj -3 ggéq'j— j ggéqj. (5.95)
Integral ergibt Null wegen 8q;(t1) = 8g;(t2) =0 =-6U
Also folgt auch hier, wie zuvor,
0= / Y aL =S, (5.96)

5.6.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Lagrange-Gleichungen 2. Art lassen sich recht einfach direkt aus dem Hamiltonschen Prinzip herleiten, wie
wir nun zeigen wollen:

0—5/ dt L(G(0), G / dt SL(G(L), Gt). 1) (5.97)

(das Zeit-Integral und die Variation vertauschen, weil bei den virtuellen Verriickungen die Zeit festgehalten wird;

sie ist einfach ein Parameter)
t2 oL
. :/ ( 5qj +Z 5qj (St). (5.98)
t1

ot=0

Es gilt 6t = 0 weil die Zeit nicht variiert wird, nur die Bahn als Funktion der Zeit. Wir integrieren im zweiten

Term partiell:
f2 d OL
=0 wegen dq;(t1) =0q;(t2) =0
t2 oL d 8L>
_ [Ca S (OE Z A OLN 5. 5.9
/ ;(aqj i ot )l (5.99)

Nun sind die generalisierten Koordinaten fiir holonome Zwangsbedingungen unabhingig und daher sind die vir-
tuellen Verriickungen dg;(t), d¢;(t) fiir j # [ zu derselben Zeit linear unabhéngig. Zu verschiedenen Zeiten ¢ # ¢/
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sind 0¢;(t) und d¢;(t') ohnehin linear unabhéngig, auch fiir j = . Das Integral kann also fiir alle Variationen
dq;(t) nur verschwinden, wenn gilt

oL d 0L

87(1]-_%87%:0 Vj: yery S Vte[tl,tg}. (5100)
Das sind die Lagrange-Gleichungen 2. Art. Die Herleitung eines Systems von Differentialgleichungen aus einem
Variationsprinzip der Form von Gl. (5.88) wurde zuerst von L. Euler durchgefiihrt. Man nennt die Gleichungen
in diesem Zusammenhang auch FEuler-Lagrange-Gleichungen. Die Idee der Variationsrechnung und der FEuler-
Gleichungen sind aber allgemeiner anwendbar und nicht auf mechanische Probleme beschréinkt.

Im Prinzip kénnten wir den Ballast der Newtonschen Axiome iiber Bord werfen und 45 = 0 als Axiom an den
Anfang der Mechanik stellen. Im Ubrigen ist das Hamiltonsche Prinzip nicht nur eine sehr kompakte Formulierung
der Grundlage der klassischen Mechanik, sondern auch aufserhalb dieser anwendbar. Richard Feynman soll einmal
auf die Frage nach der Weltformel ,,6.5 = 0* hingeschrieben haben. Die Frage ist natiirlich, wie S konkret aussieht.

5.6.2 Eichinvarianz der Euler-Lagrange-Gleichungen

Mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips kénnen wir auch leicht erkennen, dass die Bewegungsgleichungen unter
gewissen Anderungen der Lagrange-Funktion L invariant sind. Der Begriff , Eichinvarianz kann erst in der Vor-
lesung Elektrodynamik erklirt werden. Zum einen dndern sich die Bewegungsgleichungen nicht, wenn man eine
totale Zeitableitung zu L addiert, d.h. L und

d
L'=L+ - F(q.1) (5.101)

liefern dieselben Bewegungsgleichungen. F kann nicht von ¢ abhiingen, da sonst L' von ¢ abhiingen wiirde. Zur
Vermeidung von Verwirrungen sei darauf hingewiesen, dass F' trotz des Symbols keine Kraft ist.
Beweis: Mit
ta
S = / dt 1’ (5.102)

ty

gilt
to d

58" =65+ dt%F =05+ 6F(q(ta),t2) — OF(q(t1),t1) = 45, (5.103)
ty

da t1, t2 und ¢(t1), ¢(t2) bei der Variation festgehalten werden. Also sind 6S = 0 und 65’ = 0 dquivalent und
fihren daher zu denselben Bewegungsgleichungen.
Beispiele: Terme in der Lagrange-Funktion, die zu

g; oder ¢4 =— = q]2» (5.104)

proportional sind, haben als totale Zeitableitungen keinen Einfluss auf die Bewegungsgleichungen. Sie kénnen
daher weggelassen werden. Dies kann man verwenden, um die Lagrange-Funktion zu vereinfachen.
Zum anderen dndern sich die Bewegungsgleichungen nicht unter Multiplikation von L mit einer Konstanten

c# 0:
L'=cL (5.105)

fihrt auf
58" =céS. (5.106)

Also sind 65 = 0 und 4S5’ = 0 wieder aquivalent.
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5.7 Zyklische Koordinaten und generalisierte Impulse

Wir hatten am Beispiel des Pendels mit gleitender Aufhdngung bereits gesehen, dass sich die Lagrange-Gleichung
fiir eine Koordinate ¢; vereinfacht, wenn die Lagrange-Funktion nicht von ¢; (aber von ¢;) abhéngt. In diesem
Fall hatten wir eine Erhaltungsgréfte gefunden. Wir formulieren den Zusammenhang nun allgemeiner.

Zunéchst zwei wichtige Definitionen: Zum einen definieren wir den zu einer Koordinate q; konjugierten Impuls

durch
oL

Die so definierten Groéfsen nennen wir auch generalisierte oder kanonische Impulse. Es ist leicht zu sehen, dass

fiir den Spezialfall einer kartesischen Koordinate x, kinetischer Energie in der Standardform T = (1/2)mi? und

L(z,&) =T (&) — V(x) folgt p = 0L/0% = m, also die bekannte Form des Impulses in der Newton-Mechanik.
Zum anderen nennen wir eine generalisierte Koordinate g; zyklisch, wenn gilt

(5.107)

oL =0, (5.108)
8(]]'
d.h. wenn ¢; nicht in L vorkommt. Dafiir ist unerheblich, ob ¢; in L vorkommt. (Wir miissen aber nur Félle
betrachten, in denen ¢; vorkommt, denn wenn weder g; noch ¢; auftritt, hat die Lagrange-Funktion {iberhaupt
nichts mit dem Freiheitsgrad ¢; zu tun.)

Fiir eine zyklische Koordinate g; gilt nun

4oL 9L d

=———-——=—p; —0=7p,, 5.109
dt 8qj 8qj dt P P ( )
also p; = const. Der zu einer zyklischen Koordinate konjugierte Impuls ist also eine Erhaltungsgrofe. Es ist
sicherlich wiinschenswert, moglichst viele generalisierte Koordinaten so zu wahlen, dass sie zyklisch sind.
Beispiel: Mittels einer starren Stange an einem Drehpunkt befestigter Massenpunkt in zwei Dimensionen
(ebenes Pendel ohne Schwerkraft oder Rotor).

Die geeignete generalisierte Koordinate ist ¢. Die Lagrange-Funktion lautet

L=T-V= %3%2—0. (5.110)
¢ ist also zyklisch. Der konjugierte Impuls
oL .
= — =mR? 5.111
Po =52 ¢ (5.111)

ist erhalten. py ist hier der Drehimpuls um die Drehachse, die auf der Zeichenebene senkrecht steht.
Hétten wir dagegen die horizontale Auslenkung x = Rsin ¢ als generalisierte Koordinate gewéhlt, so wire

2
d : 2.2
L=T="pR? <arcsinx f) _m M (5.112)

> _ Moo 1
2 dt R) 2 Vi—22/R2 R) 2 R*—a?
x ist nicht zyklisch! Die Wahl von ¢ ist also giinstiger. Wir sehen, dass die Zahl der zyklischen Koordinaten nicht
invariant unter Punkttransformationen ist.
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5.8 Das Noether-Theorem

Wir hatten gesehen, dass die Existenz einer zyklischen Koordinate ¢; einen Erhaltungssatz impliziert. Ist g;
zyklisch, so konnen wir diese Koordinate um eine beliebige Konstante verschieben, q; — q;- = ¢j + ¢, ohne
dass sich die Lagrange-Funktion und damit die Bewegungsgleichungen &ndern. Den Zusammenhang zwischen
Invarianzen der Lagrange-Funktion und Erhaltungssidtzen wollen wir nun allgemeiner formulieren.

Wir betrachten bijektive, also umkehrbare, Koordinatentransformationen (Punkttransformationen)

7= (a1,---as) = 7' = (d1,- -, ds)- (5.113)

Eine Koordinatentransformation heiftt Symmetrietransformation, wenn sie die Lagrange-Funktion bis auf Umei-
chung invariant lésst:

. . . d
L(q,qt) = L'(q,q¢'t)= L, q.t) +— F(t). (5.114)
—_———— dt

alte Lagrange-Funktion

Hier ist L(q’, (j’ ' t) die alte Lagrange-Funktion angewandt auf die neuen Koordinaten und Geschwindigkeiten. Das
ist nicht dasselbe wie die alte Lagrange-Funktion angewendet auf die alten Koordinaten und Impulse ausgedriickt
durch die neuen; dafiir hatten wir in Abschnitt 5.4 gesehen, dass ganz allgemein gilt

L(@q' ), 4", ', t).t) = L'(@. 7', ). (5.115)

Gilt GL. (5.114), so heifst die Lagrange-Funktion symmetrisch unter der Transformation. Die totale Zeitableitung
dF/dt beeinflusst die Bewegungsgleichungen nicht, wie wir gesehen hatten.
Eine Symmetrietransformation heifft kontinuierlich, wenn ein Parameter « existiert, so dass

7 =73t ) (5.116)

bzw.
7=qqt, ) (5.117)

fiir alle « in einem gewissen Intervall Symmetrietransformationen sind und ¢’ sowie ¢ nach « stetig differenzierbar
sind. Auferdem fordern wir, dass diese Schar von Abbildungen die Identitdt enthélt. O.B.d.A. soll « = 0 die
Identitét ergeben:

(G t,a=0) =g (5.118)

Allgemeiner kann eine kontinuierliche Symmetrietransformation auch von mehreren Parametern oy, asg, ... ab-
héngen. Die hier relevante Theorie der Lie-Gruppen wollen wir aber nicht diskutieren. Eine Symmetrietransfor-
mation, die sich nicht als Element eines solchen Kontinuums darstellen lasst, heifst diskret.

Beispiele: 1. Fiir einen freien Massenpunkt bilden die Translationen

F—7 =F+a mitd= (ag,as,a3) (5.119)

kontinuierliche Symmetrietransformationen.
2. Fiir ein Zentralpotential V' = V' (r) bilden die Rotationen

— ﬁ»/_Hﬁ . pag
77 =R mit R € SO(3) (5.120)

<«
kontinuierliche Symmetrietransformationen. Die Rotationsmatrizen R lassen sich durch drei Zahlen oy, as, as
parametrisieren, wie wir noch sehen werden.
3. Fiir das eindimensionale Potential V' = Vj cos kx sind die Translationen
2
x> :z+?n, n € Z, (5.121)
diskrete Symmetrietransformationen.
4. Die Inversion
P 7 = -7 (5.122)
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ist fiir einen freien Massenpunkt und auch fiir einen Massenpunkt in einem Zentralpotential oder einem anderen in
7 geraden Potential ebenfalls eine diskrete Symmetrietransformation. Solche diskreten Symmetrietransformationen
sind von zentraler Bedeutung in der Festkorperphysik.

Das Noether-Theorem zeigt nun, dass fiir eine kontinuierliche Symmetrietransformation

7 =7(qt ), (5.123)
q=q(q" t, ), (5.124)
die Grofe oL o BF(&
Z qj q t a) o (q at,a) (5125)
aqﬂ a=0 Oa a=0

—PJ

eine Erhaltungsgrofie ist. Offenbar hangt J nur von infinitesimalen Symmetrietransformationen (« — 0) ab.
Beweis: Wir zeigen, dass die Ableitung d.J/dt verschwindet. Dazu betrachten wir zunéchst die Transformation
der Lagrange-Funktion:

= L'(7, " t,q), (5.126)

Lo o d _
L) = L7170, S )t

dies gilt nach Abschnitt 5.4 allgemein. In diesem Beweis behandeln wir die q;- und q'} sowie o und ¢ als unabhéngige
Variablen, wenn wir partielle Ableitungen ausfiithren. Es folgt mit der Kettenregel

oL’ oL 9q; oL 9¢;
da |, 23% da |, Zaq] da |, _o
d oL 8qj dL d dg; ,
~ 2\t 9g; ) da % 7 Do L GL 2. A
Xj: (dt 8%—) O o Zaqj dt da o mit Lagrange-G rt
d OL 9q;
~dt ' 12
dtzj:a(b 804 —0 (5 7)
Damit ist
Ay oL dg; d OF
%J 0t dtzaqj dal|,_, dt dal,_,
_ oL’ B iﬂ B i L/f@
T dal,_, Oadt|,_, da a ).,
0 .
= 9o Mt 5.128
dav (q yq )a:O7 ( )

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass ¢ — ¢’ eine Symmetrietransformation ist und somit Gl.
(5.114) gilt. Aber « tritt in L(¢”, ¢”’,t) nicht explizit auf und die partielle Ableitung verschwindet daher:

4
dt

JE 0 VIR
J(Q7qat) = 7L(q/7qlvt)

o —0. (5.129)

a=0

Damit ist gezeigt, dass J(q, q, t) eine Erhaltungsgrofe ist.

Also existiert zu jeder einparametrigen Symmetrietransformation eine Erhaltungsgroffe. Enthélt die allge-
meinste Symmetrietransformation fiir ein gegebenes Problem M unabhéngige kontinuierliche Parameter aq, ...,
anr, so existieren M Erhaltungsgrofen. In den obigen Beispielen sind das bei 1. der Impuls 7 = (p;, py, p-) und
bei 2. der Drehimpuls L= (Lz, Ly, L.). Die Umkehrung des Theorems gilt im Rahmen der Lagrange-Mechanik
nicht: Man kann nicht zu jeder Erhaltungsgrofie eine kontinuierliche Symmetrie finden. Diskrete Symmetrien sind
fiir das Noether-Theorem unerheblich, sie fiihren i.A. nicht auf Erhaltungsgrofen.
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Beispiele: 1. Die Existenz einer zyklischen Koordinate ¢; ist ein Spezialfall: Die kontinuierliche Symmetrie-
transformation lautet

In diesem Fall &ndert sich L iiberhaupt nicht, d.h. die Funktion F' verschwindet identisch. Nach dem Noether-
Theorem existiert eine Erhaltungsgrofse

OL dq; oF oL
J=Y —-* - = =Y —(=dij) = —pi- (5.131)
zj: 9¢; O |, _ /MK zj:@qj !

Wir reproduzieren unser altes Ergebnis, dass der zu einer zyklischen Koordinate konjugierte Impuls erhalten ist.

2. Die Galilei-Transformation 2/ = z — Vt (V ist die Geschwindigkeit des Inertialsystems S’ relativ zum
Inertialsystem S) ist nicht nur fiir das freie Teilchen, sondern auch fiir den Massenpunkt im homogenen Schwerefeld
eine Symmetrietransformation. Die Lagrange-Funktion lautet, zunéchst fiir eindimensionale Bewegung,

L(z,2) = % 22— mgz. (5.132)

Es folgt (V spielt die Rolle von «)

J 2
L', 2t V)= [ (2 + Vt)} —mg (2 + Vi)

dt
(' +V)? —mgz’ —mgVt

SIERJERNIE:

()2 —mgz' + mV# + % Vi —mgVt

=L(2',2') =L (mV2/+3V2t-2gVe?)
d
=Lz, ) + pr F(Z',t,V), (5.133)

wobei
/ / 1 1 2
FZ,t,V)=mV |z —l—in—igt . (5.134)

Die Galilei-Transformation ist also eine kontinuierliche Symmetrietransformation mit dem Parameter V. Die
zugehorige Erhaltungsgrofe ist

J(Zéﬂ_aiL@z(z’,t,V) _8F(z’,t,V)
o 0z ov V_o ov V_o
— s m.
= mit —mz’|V:0 —O—i—Egt
Y
=-m z—zt—igt . (5.135)

Die Invarianz dieser Grofe konnen wir am Beispiel mit den Anfangsbedingungen z(0) = 0, 2(0) = 0 iiberpriifen.
In diesem Fall gilt

P—— (5.136)
1
p=—3 gt?, (5.137)
also 1 ) 1
z—Zt— 3 gt? = ~5 gt? + gt? — 3 gt? = 0 = const. (5.138)

Der Spezialfall verschwindender Schwerkraft, also g = 0, ist auch interessant. In diesem Fall ist offenbar z — 2t
erhalten. Natiirlich gilt entsprechendes fiir die kartesischen Koordinaten x, y, insgesamt also 7 — 't = const =
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7(t = 0). Das ist dasselbe wie Gl. (4.45); das Noether-Theorem liefert uns also auch die ,zusétzlichen* drei
Erhaltungsgroffen aus dem Abschnitt 4.5 zu den zehn Erhaltungsgrofen fiir Mehrteilchensysteme. Die Erhaltung
der Impuls- und Drehimpulsvektoren ergeben sich ebenfalls aus dem Noether-Theorem, wie wir gesehen haben.
Zur Energieerhaltung kommen wir im néchsten Abschnitt.

Wir haben damit gezeigt, dass das 1. Newtonsche Axiom (kréftefreie Massenpunkte bewegen sich in Inertial-
systemen gleichférmig und geradlinig) aus der Forderung der Galilei-Invarianz abgeleitet werden kann. Es ist also
moglich, diese als Axiom der Mechanik an den Anfang zu stellen.

5.9 Homogenitit in der Zeit und Energieerhaltung

Héngt die Lagrange-Funktion L nicht explizit von der Zeit ab, L/0t = 0, so ergibt sich offenbar dieselbe
Konfigurationsbahn fiir dieselbe Anfangs- und Endkonfiguration, unabhéngig von der Anfangszeit.
q
qE 1

qA 1

t ti+ At ty tat+ ALt

L ist invariant unter der Zeittransformation ¢ — ¢t 4+ At. Das Noether-Theorem in der besprochenen Form ist hier
nicht anwendbar, da es sich auf Transformationen der Koordinaten, nicht in der Zeit, bezieht. Wir zeigen nun,
dass dennoch eine Erhaltungsgrofie existiert, die Hamilton-Funktion genannt wird und mit der Gesamtenergie

verwandt ist. Aus der Kettenregel
dL 0L oL oL ..
+Z<"+- > (5.139)
J

at ot 0q; 7" ag; Y
folgt
oL dL <8L. oL >
— = —- — 4+ =—4dq; |- (5.140)
ot dt ; 8qj I an I
Der erste Term in der Klammer wird, mit der Lagrange-Gleichung,
oL d 0L
—dqi=|—==)4- 5.141
dg; (dt 3%‘) K (5141)

Es folgt
oL dL
—=— - — = 5.142
ot dt Z aqj ( Z ag; q]) (5.142)
Wir hatten in Abschnitt 5.4 den generalisierten Impuls p; = 6L/6q'j definiert. Wir definieren aufferdem die

Hamilton-Funktion
H:=> pg; — L. (5.143)
J

‘lL < ijqj> - Hj (5.144)

Dann folgt

also wenn OL/0t = 0 gilt, dann ist
dH
— =0. 5.145
= (5.145)
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Es ist sehr wichtig zu beachten, dass hier eine totale Ableitung steht. Ihr Verschwinden bedeutet, dass fiir die
tatséchliche Bewegung H = const gilt. Dagegen bedeutet dL/0t = 0 nur, dass L(q, q,t) = L(q, ) ist, d.h., dass L
nicht explizit von t abhéngt. dL/dt ist i.A. nicht Null. Als Beispiel kénnen wir einen Massenpunkt im Schwerefeld
betrachten, der zur Zeit ¢t = 0 in Ruhe startet. Es ist L/9t = 0 fur alle ¢, da L = T — V nicht explizit von der
Zeit abhéngt. Fiir ¢ > 0 nimmt 7" monoton mit der Zeit zu, V' dagegen ab. Die Differenz L = T — V nimmt also
monoton mit der Zeit zu und es gilt dL/dt > 0 fiir alle ¢t > 0.

Was bedeutet H = const physikalisch? Damit die Lagrange-Gleichungen 2. Art iiberhaupt gelten, miissen

e alle Zwangsbedingungen holonom sein und
e zumindest ein verallgemeinertes Potential existieren.

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass 1. alle Zwangsbedingungen holonom-skleronom und 2. alle Kréafte konservativ
sind. Dann ist

: oL | or
H=3 pigi~L=) 5dj~L=2 5dj—T+V. (5.146)
J 5 94 5 94

Fiir holonom-skleronome Zwangsbedingungen existieren generalisierte Koordinaten, fiir die die Transformation
zwischen diesen und den kartesischen Koordinaten nicht explizit von der Zeit abhangt. Daher kénnen wir schreiben

I - Zaﬁ' :

Ti :Ti(qla"'7q5) = = @q] (5147)
~ 04q;
J

Damit ist die kinetische Energie

= % Zmﬂ’ Z m; Z ((97“2‘ 37‘1 ‘jj‘jk Z kG K (5.148)

mit den verallgemeinerten Massen

87:; 87"7;
P i — = . 5.149
ik % m o 4 M ( )

Diese héngen i.A. von den Koordinaten ¢ ab, sie konnen aber nicht explizit von der Zeit oder von den Ge-
schwindigkeiten ¢ abhéngen, da die 7; dies nicht tun. Damit ist T ist eine homogene Funktion 2. Grades der
Geschwindigkeiten, vgl. die Herleitung des Virialsatzes. Es folgt

or
aql aql 2 Zpﬂk QJQk - Z/u]k jlqk + qjékl)
J.k
1 . .
=3 Z fk + pr) Qi = Zukz q- (5.150)
k k

Also ist

H = Z@ G—T+V=> piei —T+V
ol

=T —-T+V=T+V=E. (5.151)

In diesem Fall ist die Hamilton-Funktion also mit der Gesamtenergie identisch. Es gilt auferdem 97/0t = 0
und 9V/0t = 0, also OL/0t = 0 und daher dH/dt = dE/dt = 0. Somit folgt Energieerhaltung. Gilt dagegen
zwar OL/Ot = 0, treten aber rheonome Zwangsbedingungen oder nicht konservative Krifte auf, so ist zwar die
Hamilton-Funktion H erhalten, sie ist aber nicht die Gesamtenergie.

Beispiel: Perle auf gleichférmig rotierendem Draht, siehe auch Abschnitt 5.4.
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wt

Die Zwangsbedingungen lauten z = 0, y = x tanwt (rheonom!). Die Lagrange-Funktion ist

L=T= %((f + Pw?), (5.152)

also gilt 9L/0t = 0. Es folgt H = p¢ — L = const, wobei

oL m m m
H==""¢-L=mi’——¢*>— = ¢w? = — (§° — ¢%u?). 5.153
25 ¢ mie =@ - W= (0 W) (5.153)
Andererseits ist die Gesamtenergie
E=T="(+¢w? #£H. (5.154)

2

Die Gesamtenergie ist hier nicht mit der Hamilton-Funktion identisch, da eine der Zwangsbedingungen rheonom
ist. In der Tat ist hier £ = H + mg?w? und die Hamilton-Funktion H ist erhalten, die Gesamtenergie E aber
nicht. Die Energie dndert sich, weil die Zwangskrafte Arbeit leisten.



Kapitel 6

Lagrange-Mechanik 11

Dieses Kapitel behandelt einige Verallgemeinerungen des Lagrange-Formalismus. Es geht insbesondere um die
Lagrange-Mechanik in Anwesenheit von Reibungskriften und um nicht holonome Zwangsbedingungen.

6.1 Lagrange-Formalismus fiir Reibungskrafte

Wir hatten in Abschnitt 5.3 gesehen, dass fiir holonome Zwangsbedingungen und beliebige treibende Kréfte die
Bewegungsgleichungen

—o

d oT N or;
_—— - = K; - 6.1
dt 9q; aqj g Jq; (6.1)

gelten. @); sind die generalisierten treibenden Kréfte und Iel sind dieselben Kréafte in kartesischen Koordinaten.
Wir teilen @; in einen von einem verallgemeinerten Potential U ableitbaren Anteil und einen Anteil aufgrund von
Reibung auf:

Q; =0 + Q'™ (6.2)
mit
QW) = % % _ %' (6.3)
4q; 4a;
Wir definieren die Lagrange-Funktion durch
L:=T-U. (6.4)
Die Bewegungsgleichungen lauten dann
d 0L 0L YR
dtgq'qung‘R)i_lRi'gqj' (6.5)

R; ist die Reibungskraft auf Teilchen 7 in kartesischen Koordinaten. Sie muss als Reibungskraft der Geschwindig-
keit 7; entgegen gerichtet sein. Wir nehmen nunan, dass nur zwei Arten von Reibungskréften vorliegen:

1. Reibung an im Laborsystem ruhenden Medien. Diese hat die Form

R = —RW (7,7, 5| ) ﬁ (6.6)
T

d.h. sie hdngt nur vom Betrag der Geschwindigkeit des jeweiligen Massenpunktes im Laborsystem, 7, ab
und ist ihr entgegen gerichtet.

75
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2. Reibung von Massenpunkten (bzw. Kérpern) aneinander. Diese hat die Form

N
:—ZRZ(?)(Tl,TQ,...;M’i—7"j|;t) _:L _? (67)
j#i |ri_7nj|

d.h. sie hdngt nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit je zweier Massenpunkte ab und ist ihr entgegen
gerichtet. Das 3. Newtonsche Axiom erfordert R(Q) R(2).

Wir lassen zu, dass die Reibungskréfte aufserdem von allen Teilchenorten und von der Zeit abhéngen, da dies die
Herleitung nicht erschwert.

In Abschnitt 3.7 hatten wir kugelsymmetrische Zentralkrifte besprochen. Die hier betrachteten Reibungs-
kréften sind damit verwandt, allerdings sind sie zentral und kugelsymmetrisch als Funktion der Geschwindigkeit,
nicht des Ortes. Wir kénnen dort entwickelte Ideen iibertragen, wenn wir Orte durch Geschwindigkeiten ersetzen.
Wir bezeichnen nun die Geschwindigkeiten mit

—

V; = F, bzw. 171']' = ’Fz — ’F] = 17, — ﬁj (68)

1
v; = |U;| und v;; = |¥;;|. Wir definieren die Funktion

pP= Z/ vl R\ ZZ/ dvl; R3 (v])). (6.9)

und unterdriicken in den Funktionen ﬁgl), ﬁ(?) alle Argumenten bis auf die Geschwindigkeit. Aufserdem seien

e
Der negative Gradient von P beziiglich der Geschwindigkeit Uy, st
9 1 2 L
,aivkp = 7261-;6]%;)(% 71)]@* ZZR()U” |Ui*’l)j
i i jF£i
R VRN R e PN kB
k ('Uk) |17k;‘ Z kj (|Uk IU]D |Uk . ,l—}"
J#k
= RBY)+RY = Ry (6.10)
Fiir die Ableitungen nach den genemlisierten Geschwindigkeiten gilt
_or Zap Ok _ 5~ OF Ok (6.11)
N ov, 0q; v, 0g;’ ’
k
wobei wir Gl. (5.27) verwendet haben. Es folgt
OP ~  Or (R)
- = R — =Q;". 6.12

Somit sind auch in generalisierten Koordinaten die Reibungskréfte der betrachteten Form die negativen Ablei-
tungen der Funktion P nach den Geschwindigkeiten (,Geschwindigkeits-Gradient®). P heilt Rayleighsche Dissi-
pationsfunktion. Es sei daran erinnert, dass diese und die Reibungskréfte auch von ¢ und ¢ abhéngen diirfen.
Schliefslich erhalten wir die Bewegungsgleichungen
d OL 0L n oP
dt 3q] aq]‘ 8q]

Fiir Stokessche Reibung hat P eine besonders einfache Form: Es ist

—0. (6.13)

Ri=—af, = RE” =av; (6.14)
und damit

. N
v 1 1.
P:Z/O dvéavé:l 5041)?:250477;2. (6.15)

Beachte die Analogie zum Hookeschen Gesetz und dem quadratischen Potential.



6.2. DIE LAGRANGE-GLEICHUNGEN 1. ART 7

6.2 Die Lagrange-Gleichungen 1. Art

Eine Lagrange-Gleichung 2. Art lasst sich nur aufstellen, wenn alle Zwangsbedingungen holonom sind. Die hier
zu besprechende Methode hat demgegeniiber zwei Vorteile:

e sie ist auch fiir nicht holonome, differentielle Zwangsbedingungen anwendbar und

e sie gestattet die explizite Bestimmung der Zwangskréfte. Diese sind z.B. fiir die Auslegung von Maschinen
wichtig.

Wir beschrianken uns auf Systeme, bei denen die treibenden Kréfte aus einem verallgemeinerten Potential U
abgeleitet werden kénnen. Auferdem sollen alle k¥ Zwangsbedingungen holonom oder differentiell sein.
Holonome Zwangsbedingungen lauten

fV(Fla"'aFNat) 07 (616)
woraus folgt
af, .. of, . afy,
= . L + =0. 1
af ory " orn din ot dt=0 (6.17)

Wir kénnen holonome Zwangsbedingungen also genau wie differentielle schreiben,
ofy :gy1 -dr +---+A:,N -dry + B,dt = 0, (618)

wobei J f, fiir holonome Zwangsbedingungen ein totales Differential ist, wie wir schon in Abschnitt 5.1 gesehen
hatten. Formale Division durch dt ergibt eine Bedingung fiir die Geschwindigkeiten.

Als néchstes verallgemeinern wir den Begriff der generalisierten Koordinaten, indem wir nur noch fordern,
dass sie die Konfiguration eindeutig beschreiben, nicht mehr, dass sie unabhéngig sind. In der Tat fithren wir,
obwohl einige Zwangsbedingungen moglicherweise holonom sind, 3NV generalisierte Koordinaten ¢y, ..., g3y ein.
Die Verriickungen dg; sind aufgrund der k Zwangsbedingungen Glg. (6.18) nicht unabhéngig. Geméfs Abschnitt
5.3 kénnen wir das d’Alembertsche Prinzip

N
> (Ki =) - 07 =0 (6.19)
i=1
umschreiben zu
Xdor or
,——Q‘)(S(]/:O. 6.20
Da ein verallgemeinertes Potential existieren soll, kénnen wir auch schreiben
3N
d 0L 8L>
— — —— ) dq; =0. (6.21)
jz::I <dt aq]‘ aq]' J

Dieselbe Gleichung erhalten wir natiirlich auch aus dem Hamiltonschen Prinzip. Nun sind die dg; jedoch nicht
mehr unabhéngig. Daher konnen wir jetzt nicht mehr folgern, dass der Ausdruck

4oL oL (6.22)

fiir alle j verschwindet.

Welche Variationen der Konfigurationsbahn ¢ (¢), ..., ¢sn(t) sind nun erlaubt? Die virtuellen Verriickungen
miissen die Zwangsbedingungen erfiillen. Die Zwangsbedingungen fiir die generalisierten Koordinaten ¢; kénnen
wir aus den Zwangsbedingungen fiir die kartesischen Koordinaten ermitteln:

N
0=0f, =Y Ay-di;+ B, dt
=1
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& or; al or;
i=1 j=1 =1
3N

=: Z a,j dg; + b, dt, (6.23)
j=1

also

3N
> ayjdgj+b,dt =0 firv=1,.k (6.24)
j=1

Bei virtuellen Verriickungen wird die Zeit aber festgehalten, so dass die Verriickungen die k£ Bedingungen

3N
> ay;dg; =0 Vt (6.25)

Jj=1

erfiillen miissen.

Wir verwenden die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, um das d’Alembertsche Prinzip unter diesen Neben-
bedingungen auszuwerten. Dazu fiihren wir zunéchst k Gréfen Aq, ..., A; ein, genannt Lagrange-Multiplikatoren.
Es gilt natiirlich

3N
/\VZal,jéqu() firv=1,...,k (6.26)
j=1
k 3N
= > > Aay;dg;=0. (6.27)
v=1j=1

3N k
d OL oL
]Ez (dt 2, : g )\,,al,]) dq; =0 (6.28)

Unter den dg; hingen k von den iibrigen 3N —k ab. Das gilt wegen Gl. (6.25) auch fiir differentielle nicht-holonome
Zwangsbedingungen (k Verriickungen sind abhéngig, aber i.A. nicht & Koordinaten). Wir wéhlen 0.B.d.A. die
ersten 3N — k Verriickungen als linear unabhéngig und spalten die Summe tiber j auf:

3N—k k 3N k
d OL OL d OL OL
I it Ayauj> i+ ( e LN :/\Val,j> 5q; =0.  (6.29)
J=1 (dt 94; 9 =1 j=3N—k+1 dt 94;  0q; v=1

Nun wéhlen wir die k& Multiplikatoren A, so, dass die k linearen Gleichungen

d OL L
737_57_§:Ayaw.:o7 j=3N—k+1,...,3N (6.30)
3N—k k

d OL 0L

a _vE ) . —0. 31
],E: (dt 95, o0, E )\l,a,,j> dg; =0 (6.31)

@ ok ob Sy = 32
7t 94, = May; =0 (6.32)
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firj=1,...,3N — k. Fir j =3N —k+1,...,3N verschwindet der Ausdruck aber auch — so haben wir die A,
gewahlt. Also gilt

k
= ==Y " Nay, firallej=1,... 3N, (6.33)

- v=1

Dies sind die Lagrange-Gleichungen 1. Art.

Um nun die Zwangskrifte zu bestimmen, betrachten wir dieselbe Situation auf eine andere Weise: Wir behan-
deln die Zwangskrifte wie ganz normale Krifte und lassen zugleich die Zwangsbedingungen fallen. Die Bewegung
des Systems ist dann natiirlich dieselbe — so sind die Zwangskriifte ja gerade definiert. Dass wir die Zwangskrifte
noch nicht kennen, stort uns dabei nicht, wir sind es in der Physik gewohnt, Gleichungen fiir noch unbekannte
Grofken aufzustellen.

Die generalisierten Kréfte bestehen nun also aus den treibenden Kréften Q§U) und den explizit beriicksichtigten

Zwangskriften Q§Z), wir schreiben
Q=" + Q7. (6.34)

Wir nehmen an, dass die treibenden Kréfte von einem generalisierten Potential U ableitbar sind, QgU) = —9U/dg;.
Fiir die Zwangskrifte gibt es dagegen keinen Grund, weshalb dies moglich sein sollte. Mit L = T' — U erhalten
wir dann aus dem d’Alembertschen Prinzip die Bewegungsgleichungen

d oL OL _ _(z

i oy =@ (6.35)

fir j =1,...,3N. (Dies ist analog zur Behandlung der Reibungskréfte in Abschnitt 6.1). Der Vergleich mit Gl.
(6.33) zeigt, dass die generalisierten Zwangskréfte durch

k
Q7 =3 Nay, (6.36)
v=1

gegeben sind, also durch die rechten Seiten der Lagrange-Gleichungen 1. Art.

In der praktischen Anwendung miissen wir die 3N + k Differentialgleichungen

k

d 9L  OL

— = - —==Y"Na,, j=1,...,3N 6.37

dt 9g; g, ; Qvj>J (6.37)

und

3N 3N
D aydgi+bdt=0 = > ay,4+b, =0, v=1,..k (6.38)
j=1 j=1

fiir die 3N + k unbekannten Funktionen g¢;(t) und A, (t) 16sen.

Manchmal besteht die Aufgabe nur darin, die Bewegungsgleichungen aufzustellen. In diesem Fall miissen die
k Lagrange-Multiplikatoren A\, aus dem Gleichungssystem eliminiert werden, um 3N Gleichungen fiir die 3NV
Koordinaten zu erhalten. Die Bestimmung der A, ist dann nicht erforderlich.

Beispiel: Massenpunkt auf Paraboloid im Schwerefeld.
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Die (in diesem Fall holonome) Zwangsbedingung lautet, mit einer Konstanten k,

2

z2=kp? = kp’—2=0 (6.39)

und in differentieller Form
2kpdp — dz = 0. (6.40)

Vergleich mit a, dp + ay d¢ + a. dz + bdt = 0 ergibt die Koeffizienten
a, =2kp, ay=0, a,=-1, b=0. (6.41)

Die Lagrange-Funktion, ausgedriickt durch alle drei Zylinderkoordinaten, lautet

L= %(/72 + %% + 32) — mygz. (6.42)

Die Lagrange-Gleichungen 1. Art lauten dann mit dem einen Lagrange-Multiplikator A,

mp — mpd? = 2kp\ = QE)Z), (6.43)
2mppod + mp’d =0 = Q;Z), (6.44)
mi4+mg=-\=Q%. (6.45)

Mit Hilfe der Zwangsbedingung kénnen wir z.B. z eliminieren. Die dritte Gleichung lautet dann
2mkp? + 2mkpp +mg = —\. (6.46)
Elimination von A ergibt zwei Bewegungsgleichungen fiir p und ¢:

p— pd® + 4k pp? + 4k p*p + 2kgp = 0, (6.47)
20ph + p*d = 0. (6.48)

Auf diese Gleichungen kommt man in diesem Beispiel einfacher mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen 2. Art. Die
Berechnung der Bahnen erfordert die Losung dieses recht komplizierten Gleichungssystems. Die Zwangskraft er-
halten wir aber direkt, ohne Losung der Bewegungsgleichungen, indem wir A durch die unabhéngigen Koordinaten
und Geschwindigkeiten ausdriicken (eine Kraft darf nicht explizit von Beschleunigungen abhéngen):

A= —2mkp? — 2mkpp — mg
2kpA :
= —2mkp® — 2mkp (T:: + pq52> —mg (6.49)

= (144k2p*)\ = —2mkp? — 2mkp®¢® — mg (6.50)
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2kp? + 2kp2d® + g

Damit werden die Komponenten der Zwangskraft
2kp? + 2kp2d? + g

(%) = 2kp\ = —2kmp 6.52
Q, P m ETEr (6.52)
Q) =0, (6.53)

22 + 2kp2d* + g

Z) _ _

Qg )= —_A=m e (6.54)

Als Probe koénnen wir uns iiberzeugen, dass fiir k = 0 (das Paraboloid wird zur zy-Ebene) die Zwangskraft einfach
mg?Z ist und damit genau die Schwerkraft kompensiert.
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Kapitel 7

Das Zentralkraftfeld

Als erste Anwendung des Lagrange-Formalismus (2. Art) betrachten wir erneut Zentralkréfte und insbesondere
die Planetenbewegung. Fiir Zwei-Teilchen-Systeme gehen wir wie in Abschnitt 4.7 besprochen zu Schwerpunkt-
und Relativkoordinaten {iber und betrachten von nun an nur die Letzteren. Fiir verschwindene &dufere Krifte gilt

dann L
/LF: F12 (71)

mit der reduzierten Masse p und dem Relativvektor 7. In diesem Kapitel bezeichnen wir diese Masse mit m und
die Kraft von Massenpunkt 2 auf Massenpunkt 1 mit F. Wir nehmen an, dass diese Kraft nur von 7 abhéngt.
Wir erhalten dann ein effektives Ein-Teilchen-Problem,

mr = F(). (7.2)

Nun soll F eine Zentralkraft und zusétzlich konservativ sein, also existiert ein nur vom Abstand abhéngiges
(Zentral-) Potential V' (r) mit
F=-VV. (7.3)

Nach dem Noether-Theorem ist der Drehimpuls L = 7 x m# dann erhalten und die Bahn daher eben. Wir
wahlen ein Koordinatensystem so, dass die Bahn in der xy-Ebene liegt und L, = L - 2 > 0 gilt und fithren ebene
Polarkoordinaten r, ¢ als dem Problem angemessene generalisierte Koordinaten ein. Die Lagrange-Funktion lautet
dann

L=+ — V() (7.4)

(wir bezeichnen die Lagrange-Funktion hier mit dem Symbol £, um Verwechselungen mit dem Drehimpuls zu
vermeiden).

7.1 Planetenbewegung und Keplersche Gesetze

7.1.1 Drehimpulserhaltung und Flichensatz
Wir sehen sofort, dass die Koordinate ¢ zyklisch ist. Daher ist

Py = Zi = mr?¢p = const. (7.5)

Das ist gerade die z-Komponente (also die einzige von Null verschiedene Komponente) des Drehimpulses,
Py = Lz = L. (76)

Aus der Drehimpulserhaltung folgt das 2. Keplersche Gesetz. Um es zu formulieren, definieren wir den Fahrstrahl
als die Strecke 07 vom Ursprungspunkt zum Punkt 7.

83
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) rdeo
m

dA

x
Die bei einer infinitesimalen Anderung d¢ des Polarwinkels ¢ vom Fahrstrahl {iberstrichene Fliche sei dA. Es gilt

dA = 5 r2do (7.7)

(Kreissektor!). Die pro Zeiteinheit iiberstrichene Flache ist dann

dA 1

A _ 1 5. po _ L _
i 2r ¢ = o const. (7-8)

2m

Das konnen wir integrieren und finden fiir die wihrend eines beliebigen Zeitintervals At iiberstrichene Flache

L
AA=_—A¢t. 7.9
Dies ist das 2. Keplersche Gesetz (Flachensatz): Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.
Es gilt fiir jede Zentralkraft, nicht nur fir die Gravitationskraft. Die Zentralkraft muss nicht einmal konservativ
sein.

7.1.2 Energieerhaltung und Form der Bahn

Von nun an soll die Zentralkraft jedoch konservativ sein. Aufierdem enthilt das System keine Zwangsbedingungen
und es gilt 9L/0t = 0. Daher ist dH/dt = dE/dt = 0, also

2
m .o

m . m
E:* 22 V :7'2
g e AV =g

= Verr(r)

+ V(r) = const. (7.10)

Wir erkennen hierin das effektive Potential aus Abschnitt 3.7 wieder. Die Radialgeschwindigkeit ergibt sich durch
Auflésen nach 7 zu

r':i\/i [E—Qii? on (7.11)

Aufserdem haben wir fiir die Winkelgeschwindigkeit

. L
=—. 7.12
b=— (7.12)
Durch Bildung des Quotienten folgt aus diesen beiden Gleichungen
ar mr? [ 2 L? 2mr? \/ L?
— =g =y S B - =+ E— — V(). 1
do % ) L m 2mr?2 vir) L 2mr?2 vir) (7.13)

Das ist nun eine Differentialgleichung fiir die geometrische Form der Bahn — die Zeit haben wir eliminiert. Wir
konnen sie durch Trennung der Variablen 16sen:

dr _ L Vem do, (7.14)

TQ\/E L2 _V(r) L

T 2mr2
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also

dr = i\/%qﬁ (7.15)

— V(') L

L wr g
mit (¢ = 0) = ro. Fiir die explizite Berechnung des Integrals miissen wir eine konkrete Form fiir V'(r) annehmen.
Fiir das Gravitations- oder Coulomb-Potential schreiben wir

V(r) = o (7.16)

2m(r 2m(r’)?

wobel « fiir das Gravitationspotential immer negativ (anziehend) ist und fiir das Coulomb-Potential poisitiv oder
negativ sein kann. Dann gilt

¢:i\/§7m/m \/E——::t/ro (r/)z\/szdjl_mno/ (7.17)

2m(r’) ’

Mit der Subsitution u = 1/, du = —dr’/(r")?, erhalten wir

1/r du
¢= :F/
1/ro \/ZmE u?2 — 22”72&11

L? 14+ L?
= Farccos MAT__ + arccos ———mrt | (7.18)
2EL2 2EL2
L+ ma? L+ ma?

— tconst = b0 fir a >0,
¢po—m fira <0

wobei wir die Konstante ¢ in einer Art definiert haben, die gleich niitzlich sein wird. Es folgt

mao 2E L2
-=1z —1+4+sgnay/1+ — cos(¢p — (;50)] . (7.19)
Wir definieren zur Abkiirzung die Konstanten
L? 2EL?
k:= und €:=14/1+ —. (7.20)
m|al ma?
Dann folgt
1 Z [-1+ €ecos(¢d — ¢p)] fiira >0,
- = (7.21)

% [1+ecos(p—¢p)] fura<DO.

Dies sind Gleichungen fiir Kegelschnitte, bei denen jeweils ein Brennpunkt am Nullpunkt # = 0 liegt (wir schliefen
den Grenzfall L = 0 aus):

abstofende Kraft, anziehende Kraft,

a>0 a<0
e=0 - Kreise
gebundene Bewegung, £ < 0 Dcecl B Ellipsen
e=1 - Parabeln
ungebundene Bewegung, £ > 0 e 1 Hyperbeln Hyperbeln

Hier heifen k Parameter und € Exzentrizitat der Bahn. Fiir « < 0 und F < 0, also € < 1, erhalten wir das 1.
Keplersche Gesetz: Die Planeten laufen auf Ellipsenbahnen um (einschlieflich des Grenzfalles von Kreisbahnen
fiir ¢ = 0), wobei die Sonne oder genauer der gemeinsame Schwerpunkt von Sonne und Planet im Brennpunkt
steht.
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7.1.3 Das 3. Keplersche Gesetz

Fiir Ellipsen- oder Kreishbahnen erhalten wir aus der Summe des Aphels (des groften Abstandes) und des Perihels
(des kleinsten Abstandes) die grofe Halbachse der Bahn:

k k E(l1+e+1—¢) 2k
20 = = = . 7.22
“ 1—e+1—|—e (I—-¢e)(1+e¢) 1—¢2 (7:22)
Die grofse Halbachse ist also durch die rein geometrische Beziehung
k
= 7.23
=15 (7.23)
gegeben. Es folgt (mit o < 0, wie fiir Ellipsen- und Kreisbahnen notwendig)
L2
- e
=T = 7.24
TG 2 e
@
E=— . 2
= 5 < 0 (7.25)
Aus dem Virialsatz erhalten wir dann iibrigens
!
(V)=-2(T)=2E=—. (7.26)

a

Hier ist T' die kinetische Energie. Mit V(r) = a/r ist der mittlere inverse Abstand daher (1/r) = 1/a. Daraus
kann man natiirlich nicht schliefsen, dass der mittlere Abstand a sei!
Die Flache einer Ellipse betragt

| 2EL? [ 2L? « nL .
A =7a*\/1— e = ra? R = ma? 9 \/%adp. (7.27)

Nun hatten wir oben gesehen, dass der Fahrstrahl in gleichen Zeiten gleiche Flachen iberstreicht (2. Keplersches
Gesetz). In der Umlaufzeit T muss er offenbar die Gesamtflache der Ellipse iiberstreichen:

L "L op_ L

AA At = A=—— =—T. 7.28
2m —mao “ 2m ( )
Es folgt
U5 ZA )74
— = =_71? 7.29
ma “ 4m? ( )
T2 47%m
= —_— = — . 7.30
3 ” (7.30)
Hierin ist m die reduzierte Masse )
m= = e (7.31)
- 4= me +mp
me mp

(mg ist hier beispielhaft die Sonnenmasse, mp die Planetenmasse) und « ist fiir das Gravitationspotential
a=—ymegmp. (7.32)

Also folgt
T2 42
== S — (7.33)
a®  y(mg +mp)
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was von der Planentenmasse abhéngt. Es ist aber mg > mp und daher in guter Ndherung

T2 472
a’  yme

= const. (7.34)

Das ist das 3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten verhalten sich wie die dritten Potenzen der
grofsen Halbachsen. Es folgt aus den ersten beiden Gesetzen.

Wir haben zur Herleitung der Keplerschen Gesetze die Erhaltung des Drehimpulses und der Energie ausge-
nutzt und eine Differentialgleichung fiir r(¢) geldst. Man kann auch ganz ohne Losung einer Differentialgleichung
auskommen, indem man die Erhaltung des Runge-Lenz-Vektors

- FxL 7
AZO‘(pX +7"> (7.35)

la] \ ma 7

ausnutzt.

7.2 Streuung an Zentralpotentialen

In der Physik gewinnt man wichtige Informationen aus Streuexperimenten: Man schiefft eine grofse Anzahl von
Probeteilchen auf ein Ziel (Streuer) oder eine grofse Anzahl gleichartiger Streuer und misst die Verteilungsfunk-
tion der Richtungen (und manchmal der Energien) der gestreuten, auslaufenden Teilchen. Daraus kann man bei
genauer Kenntnis der Probeteilchen etwas iiber deren Wechselwirkung mit dem Streuer lernen. Solche Experimen-
te erfordern oft eine quantenmechanische Beschreibung. Diese ldsst sich jedoch kaum verstehen, ohne zuvor die
klassische Streutheorie studiert zu haben, was wir hier tun wollen. Wir gehen davon aus, dass wir wie in Abschnitt
4.7 bereits Schwerpunkt- und Relativkoordinaten eingefithrt haben. Fiir die Relativkoordinaten beschrinken wir
uns der Einfachheit halber auf die elastische Streuung an einem Zentralpotential.

Unsere Aufgabenstellung ist folgende: Ein Teilchenstrahl bestehe aus gleichen Teilchen mit identischen einlau-
fenden Impulsen p. Die Intensitat I — d.h. die Zahl der Teilchen pro Zeiteinheit und pro Flacheneinheit, die eine
Querschnittsflache senkrecht zu 7 durchfliegen — sei raumlich konstant. Wie grof ist die Anzahl dN(®, ©) der pro
Zeiteinheit in ein Raumwinkelelement d2 = sin © d© d® gestreuten Teilchen?

doe
?sin ©dd

Der Streuwinkel © ist der Winkel, um den sich die Richtung des Impulses dndert. Der Azimutalwinkel ® beschreibt
die Drehung der von  und p” aufgespannten Streuebene gegeniiber einer festen Referenzebene, die p’enthélt. Fiir
ein Zentralpotential hingt dN aufgrund der Rotationssymmetrie des Systems gar nicht von ¢ ab. Wir kénnen
uns deshalb auf die Betrachtung einer Ebene beschréanken.

In dieser Streuebene legen der Betrag des einlaufenden Impulses, p = |p], und der Stofparameter, hier s
genannt (siehe Skizze), die Teilchenbahn eindeutig fest. Damit ist © = O(s, p) eine Funktion von s und p, die wir
im Prinzip aus dem Zentralpotential V (r) bestimmen kénnen.
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Wir verwenden Kugelkoordinaten mit der z-Achse parallel zu p. Dann folgt aus der Energie- und Drehimpulser-
haltung, vgl. Glg. (7.11) und (7.12),

r:i\/i [E—LQ—V(T) , (7.36)

2mir?
: L
0=— .
s (7.37)
(fiir die hier verwendeten Konventionen ist § < 0) und auferdem
¢ =0. (7.38)

Aus der letzten Gleichung folgt offensichtlich ¢ = const = ® — die Bahn ist eben. Aus den ersten beiden Glei-
chungen folgt

dr 2mr? \/ L2
=T\ E 5 V() (7.39)
L dr
= 7 , =df (7.40)
Vamg [ B V(r)
/
= dr =0 — 6. (7.41)

L /7"
BTN T e —

2m(r’)?

Nun wéhlen wir rq als kiirzesten Abstand des Teilchens vom Streuzentrum (Perihel der Bahn) und 6y entsprechend
als Polarwinkel des Perihels. Da die Bewegungsgleichung invariant unter Zeitumkehr ¢ — —t ist, kann die Bahn
ebenso gut in umgekehrter Richtung durchlaufen werden und ist daher spiegelsymmetrisch zur Geraden durch
Streuzentrum und Perihel. Daher gilt (siche Skizze)

2(0) — ©) + 0 = 7. (7.42)

Es folgt
O
Op=—+ —. 7.43
0= + 5 (7.43)
Fiir den einlaufenden Ast (7 < 0) gilt
O x L " dr’
h—— - = (7.44)
202 V2am e (7“')2\/E_ sy — V()
und fiir » — oo, mit 0 — 7,
T © L /°° dr’
T_©_ (7.45)
202 Vaml () \/E ~ gy — V()
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Analog gilt fiir den auslaufenden Ast (7 > 0) im Grenzfall r — oo,

© L /°° dr’
- I . (7.46)
2 2 V2m Jy, (T’)Q\/E* 2mL(:)2 — V()
Der Drehimpuls ist
L = |7 x p| = sp = const (7.47)
und die Energie lautet
2
E= 2pim = const. (7.48)
Wir erhalten
2 oo d !/ e} d /
ezwf\/;i S :7r72$p/ ! . (7.49)
M Jro (r’)2\/§’*m ~ smpy — V() ro (rf)2\/p2 (1 - (:,"’)2) —2mV (')
Mit der Substitution u = s/r’ wird dies zu
S/T‘O d S/T‘o d
O=1—2p al :7r—2/ Y . (7.50)
0 VP2(1 — u2) —2mV (s/u) 0 1— 2 — V(z/u)

Der kiirzeste Abstand r ist bestimmt durch 7 = 0 bzw. dr/df = 0, siehe Glg. (7.36) und (7.39), also durch

s2

L22 R (1 - 2) V) =0, (7.51)

2mrg Ty

Diese Beziehungen ergeben den Streuwinkel © als Funktion des Stofparameters s und der Energie E = p?/2m.
Beispiel: Rutherford-Streuung. Fiir das Coulomb-Potential V(r) = a/r mit « > 0 ergibt sich

E<1Sz>0‘—0 (7.52)

L) To
2
S S iz
ro o 4F2s2
- s 2Es (1 Ty a? ’ (754

wobei wir die Losung ro > 0 ausgewihlt haben. Mit der Abkiirzung F := 2Es /a erhalten wir

ro  14+V1+ E?
— = -~ . (7~55)
s F
Der Streuwinkel betragt
s/ro d
0 = -2 N —
0 1 —u? — f-u
o S/To - S/’l‘()
2 arcsin 2ut g T — 2 arcsin Butl
= T — =T —
4+ Eo2i2 o 1+ k2 0
2( inl i il ) 2 i ! (7.56)
= T arcsin 1 — arcsin ——— | = 2arcsin ————. .
:71'/2 1 + E2 1 + 4Ea#
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o % Riickstreuung

[SIE]

0 a/2FE s

Wir sehen, dass der Streuwinkel © wegen der Langreichweitigkeit der Wechselwirkung nur langsam, ndmlich wie
1/s, mit dem Stofparameter s abfillt. Derselbe Verlauf ergibt sich offenbar fiir den Streuwinkel © als Funktion
der Energie F fiir festes s.

Im Folgenden benétigen wir die Umkehrung der Funktion O(s):

©
sin 5 T (7.57)
14+ 4122252
e 1 a [cos2 € a O O
"7 2B\ sin? @ 2\ s S ~ 2872 ( 2 2) (7.58)

Der Graph von s(0) ergibt sich aus dem skizzierten Graphen von O(s) durch Spiegelung an der Winkelhalbie-
renden.

7.2.1 Der Wirkungsquerschnitt

Wir wollen die Verteilung dN (®,0) = dN(0) der Winkel der auslaufenden Teilchen bestimmen. Wir kennen die
Verteilung dNy der Stofsparameter s und Winkel ¢ der einlaufenden Teilchen. In kartesischen Koordinaten in der
Ebene senkrecht zu p’ gilt mit der Intensitat I,

dNy = Idx dy (7.59)
und in Polarkoordinaten, fiir einen Ring infinitesimaler Flache,
dNy = Isd¢ds. (7.60)

sd¢
ds

Ein Teilchen mit Stofsparameter s fliegt unter dem Streuwinkel ©(s) heraus und es gilt ¢ = ®. Da keine Teilchen
erzeugt oder vernichtet werden, folgt

dN(®,0) = dNy(s,¢p = @) = IsdP ds. (7.61)
Mit s = s(©) koénnen wir schreiben
ds
= |— N M 2
ds 75 de; (7.62)
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wir wollen sowohl ds als auch dO positiv wihlen. Da i.A. ds/d© < 0 ist, setzen wir den Betrag ein. Es folgt

d
AN (®,0) = I5(0) ‘d(f) d® do. (7.63)
Dieser Ausdruck ist explizit proportional zur Intensitdt des einlaufenden Teilchenstrahls. Um eine Groéfe zu
erhalten, die nicht von dieser Eigenschaft des Experiments abhéngt, sondern nur von Eigenschaften des Streuers,

definieren wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

dN (P, 0
do(®,0) := %, (7.64)
also
ds
Mit dem Raumwinkelelement df) = sin © dO d® erhalten wir
do  s(©) |ds
— = — . 7.66
dQY sin© |dO (7.66)
Diese Grofe wird ebenfalls als differentieller Wirkungsquerschnitt bezeichnet.
Im Beispiel der Rutherford-Streuung hatten wir
(C]
5= % cot (7.67)
gefunden. Damit kénnen wir jetzt leicht die Rutherfordsche Streuformel herleiten: Es ist
ds o} 1 1 o}
= - (= == 7.68
e 2E ( sin” g) 2 4Esin®* 9 (7.68)
und mit sin © = 2sin % cos % folgt
do s |ds|  gpcot§ a a2 1 (7.69)
dQ  sin® [dO| 2sin & cos € 4Fsin® £ "~ 16E2? sin? N :

Dieser Ausdruck hat einen starken Pol in Vorwértsrichtung (© = 0) und ein Minimum fiir Riickstreuung (0 = ).
Derselbe Ausdruck ergibt sich auch fiir Streuung am anziehenden Coulomb- oder Gravitationspotential. Speziell
fiir 1/r-Potentiale ergibt eine quantenmechanische Rechnung ebenfalls dasselbe Resultat — nur deshalb konnte
die Ubereinstimmung mit Rutherfords Streuexperiment mit a-Teilchen an einer Goldfolie so gut sein. Fiir andere
Zentralpotentiale stimmen klassische und quantenmechanische Rechnung i.A. nicht iiberein.

Schlieflich definieren wir noch den totalen Wirkungsquerschnitt

do do T do
Ttot /alle Richtdu(:l-éen7 6) /d ds) /de 4 sin® 2}9) 7T/0 40 sin© dQ (7 70)

als Maf fiir die Gesamtzahl der gestreuten Teilchen, bezogen auf die einlaufende Intensitét. Fiir V = «/r finden
wir

Otot = .
sin

a? T dO sin©
o /0 o (7.71)
2

Der Integrand divergiert fiir © — 0 wie 1/03, die Stammfunktion verhilt sich also wie 1/62, so dass das Integral
oot an der unteren Grenze divergiert. Die physikalische Interpretation hierfiir ist, dass das 1/r-Potential so
langreichweitig ist, dass alle einlaufenden Teilchen, auch solche mit sehr grofien Stofiparametern s, eine nicht
vernachlassigbare Ablenkung erfahren.
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KAPITEL 7. DAS ZENTRALKRAFTFELD



Kapitel 8

Kinematik des starren Korpers

In diesem und dem folgenden Kapitel beschéftigen wir uns mit der Bewegung starrer Kérper. Starre Korper sind
Systeme aus vielen Teilchen im Sinne von Kapitel 4. Wir interessieren uns hier fiir die Bewegung des Korpers
als Einheit, nicht fiir Bewegungen der einzelnen Teilchen relativ zueinander. Daher legen wir als (holonome)
Zwangsbedingungen fest, dass die Abstédnde |7; — ;| aller Teilchen konstant sein sollen. Daher heifit der Kérper
starr.

Fiir einen Korper aus N Teilchen sind 3N Koordinaten nétig, um die Konfiguration zu beschreiben. Wieviele
Zwangsbedigungen und entsprechend generalisierte Koordinaten gibt es?

e Fiir N =1 haben wir iiberhaupt keine Zwangsbedingungen.
e Fiir N =2 (Hantel) haben wir eine Zwangsbedingung.

e Fir N = 3 haben wir drei:

1
T12 13
3
9 23
e Fir N = 4 haben wir sechs:
1
iy 2 3
T

e Fiir N = 5 sind es aber nicht 644 = 10, denn fiir das fiinfte und jedes weitere Teilchen kann man nur jeweils
drei Absténde frei wihlen (dies ist eine Folge des dreidimensionalen Raumes). Daher gibt es fiir N = 5 nur
6 4+ 3 = 9 Zwangsbedingungen.

e Fiir allgemeine N > 5 gibt es analog 6 + (N —4) x 3 = 3N — 6 Zwangsbedingungen.

93
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Wir nehmen N > 5 an, da ein ausgedehnter Korper sicherlich viele Teilchen enthélt. Dann existieren p = 3N — 6
holonome Zwangsbedingungen und daher

S=3N-(BN—-6)=6 (8.1)
Freiheitsgrade. Als generalisierte Koordinaten wéhlen wir zweckméfigerweise

1. drei z.B. kartesische Koordinaten eines ausgezeichneten, korperfesten Punktes, der der Schwerpunkt sein
kann, aber nicht sein muss, und

2. drei Winkel, die die Orientierung des Korpers im Raum beschreiben, z.B. zwei Polarwinkel, die die Orien-
tierung einer korperfesten Achse gegeniiber einem Inertialsystem angeben und einen weiteren Winkel, der
die Drehung um diese Achse beschreibt. Eine andere Wahl sind die Euler-Winkel, die unten besprochen
werden. Beides sind Parametrisierungen der Drehgruppe SO(3) aus Abschnitt 3.3.2.

8.1 Translationen und Rotationen

Im Sinne der vorigen Diskussion zerlegen wir die Bewegung eines starren Korpers in die Translation eines korper-
festen Punktes P und die Rotation um eine nicht unbedingt korperfeste (!) Drehachse durch P. Dass die Drehachse
nicht korperfest ist, erleben Sie z.B., wenn Sie mit dem Flugzeug fliegen. Wir betrachten zwei Bezugssysteme

e das Laborsystem Sp,, das ein Inertialsystem sei,
e das korperfeste System S mit dem Koordinatenursprung in P.

Aus Sicht von Sz, habe P den Ortsvektor 7o(t). Dann gilt fiir die Darstellungen des Ortsvektors eines korperfesten
Punktes in Sy, und S:

L= ot T (8.2)
in St in S

Fiir die Geschwindigkeit aus Sicht von Sy, gilt

Lo (dY L . dy .
7L, = <dt)L =170 + <dt)Lr' (8.3)

Ableitung aus Sicht von S,

Nun erinnern wir uns an die Regel aus Abschnitt 3.3.3: Wenn sich S gegeniiber S;, mit der Winkelgeschwindigkeit
& dreht, gilt, angewendet auf einen beliebigen Vektor,

d d

— | = — +dx 8.4

(dt )L a e (84)
~—

Ableitung aus Sicht von S

also p
?L:?O+£+cvxﬁ (8.5)

Hier verschwindet d/dt, also die Geschwindigkeit des korperfesten Punktes 7 aus Sicht von S, da S kdrperfest ist.
Wir haben die Bewegung des Punktes 7 in eine Translation von P und eine Rotation um die durch & beschriebene
momentane Drehachse durch P zerlegt.
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Der Korper sei aus Massenpunkten mit der Masse m,; und dem Ortsvektor 7; zusammengesetzt. Wir verwendet
Gl. (8.5) fiir jeden dieser Ortsvektoren. Fiir die kinetische Energie gilt dann

1 . 1 . 1
:izi:miﬁizﬁzi:mi(f’o-i-dfxfé)?:izi:m, +Zm,7‘o (@ x 7) Zmlwxrl ) (8.6)
——
=M
Der zweite Term ist
7o - <(D' X mF) = M7, - (3 x R). (8.7)
—_—
=MR

Es gibt nun zwei Falle:

1. Ein Punkt des Korpers ist raumfest, d.h. fest im Laborsystem. Wir wihlen P als den raumfesten Punkt. Es
folgt .
7o =const = 75 =0. (8.8)

2. Kein Punkt ist raumfest. Wir wahlen P im Schwerpunkt, also
R=0 Vt. (8.9)

In beiden Féllen verschwindet der zweite Term, nur aus unterschiedlichen Griinden. Also bleibt

1 ., 1 L
T:§M7’02+§zi:mi(wxm)2 = Tr + Tg (8.10)

Translation Rotation

Im Fall 1 verschwindet natiirlich auch der erste Term.

8.2 Der Tragheitstensor

Uns interessiert hier der Rotationsanteil der kinetischen Energie, da wir den Translationsanteil bereits vollstandig
verstehen. Wegen (@ x b)? = a?b? sin? <(@,b) = a?b?(1 — cos® (@, b)) = a®b® — (- b)? gilt

1 1
TR:§Zme2TZ2—§Zm2(J5FZ)2
1 1
= 5 Zml (OJ% —l—wg +w§)ri2 — 5 Zmi (wlxil + Wo ;o —|—w3$1‘3)2. (8.11)
% [

Hier sind x;1, z;2, ;3 die Komponenten von 7; im korperfesten System S. Tk enthélt nur Terme zweiter Ordnung
in wi,ws,ws. Daher kénnen wir schreiben

3
1

= 5 Z Jlmwlwm (812)

l,m=1

oder dquivalent, mit der Matrix

o Jiu Ji2 Jiz
J = J21 J22 J23 s (813)

J31 Jz2 Js3

1 o, 1 o (@1

Tr = ch)'TJ(E =35 (w1, wo,w3) J [wa | . (8.14)

w3
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Durch Vergleich mit (8.11) erhélt man

Jim = Z m; (51m7”i2 — TiTim) (8.15)

A nd
mit [,m =1,2,3. J heifst Tragheitstensor. Unter Verwendung von Dyaden kénnen wir die Ergebnisse auch koor-
dinatenfrei schreiben: Es ist

Zmzﬁ 7T F&—— mzw iing (8.16)

Daraus folgt
= E m (7L 1 — 7k, (8.17)
i
Hier ist 77 eine Dyade. Ihre Komponenten ergeben sich durch sture Anwendung der Rechenregeln fiir Matrizen:
Ti1&i1  Ti1Ti2 L1243
rr; = Ti2Xi1 Ti2Xi2 Xi2X;3 . (818)
Ti3xi1  Ti3Ti2  Ti3T;3

Fiir kontinuierliche Massenverteilungen miissen wir die Summe ), durch ein Integral iiber das Volumen des
Korpers ersetzen:

Das Massenelement bei 7 ist dm(7) = d3r p(¥) mit der Dichte p(7). Insbesondere sind die Gesamtmasse
M= mi / & p(7) (8.19)

und die Tensorkomponenten

Jim =M (BT} — Titim) — / &1 p(7) (G171 — T12m). (8.20)
Rotiert der Korper um eine Achse, die durch den Einheitsvektor n beschrieben wird, so ist & = wn und
1 _r< 1 +< 1
Th =3 GTJw = 3 At Jhw? = 3 Juw?, (8.21)

wobei wir das Tragheitsmoment J fiir die Rotation um die Achse in Richtung 7 eingefiithrt haben. Das Tragheitsmo-
ment und allgemeiner der Tragheitstensor spielen also fiir Rotationen die Rolle der tragen Masse fiir Translationen,
wo Tr = (1/2)Mv? gilt.
> xd
Da J symmetrisch ist, hat J drei reelle Eigenwerte mit zueinander senkrechten Eigenvektoren. Die Eigenwerte
J1, Jo2, J3 heilen Haupttrigheitsmomente, die Richtungen der Eigenvektoren Haupttrigheitsachsen. Wahlen wir

>
diese als Koordinatenachsen des korperfesten Systems S, so nimmt J die einfache diagonale Form
J 0 0

<>
J=10 L 0 (8.22)
0 0 Js

an.
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8.2.1 Der Steinersche Satz

Der Trégheitstensor héngt von der Wahl des Ursprungspunktes P ab, wie wir nun zeigen werden.

Hier ist 7; = d + 7. Wir betrachten den Fall, dass P der Schwerpunkt und P’ ein anderer korperfester Punkt ist.
Aus

folgt
Tl = Zmz m (77)* — 24y 25,
= Zmi 6lm (7 — @)? — (xy — ar)(Tim — am)]
= Z ml (5lmr — 251 - @+ O @ — TitTim + TirQm + QT — alam]

= E Mi(SimTE — TirTim)
7

Jhn
. .
— 20 @ - E MT5 — A E mM;Tq — a E MiTim

=0da ¥, mi7; =MR=0

+ (5lm,6:2 - alam) Zm1 . (824)
-
M
Somit erhalten wir
Jl/m =Jm +M (5lma2 — alam). (8.25)

Koordinatenfrei lautet diese Beziehung

<~/ <~
J =J+M@a1—aa"). (8.26)

Beziiglich einer durch 7 = (ny, ng, n3) gegebenen Achse folgt

<—>
J=aTJn= Z ), m = Z nimnm + M(Z nan; — Z nlalamnm>

\H/_/

2

=J+ M(a* - (- @)?). - (8.27)
Steht @ senkrecht auf 7, also auf der Drehachse, so ist
J' =J+ Mad* (8.28)

Das ist die iibliche Form des Steinerschen Satzes.

Abschliefsend sei angemerkt, dass sich zwar der Tragheitstensor, aber nicht die Winkelgeschwindigkeit ¢ bei
einer festen Verschiebung des Koordinatenursprungspunktes in S &ndert. Die Winkelgeschwindigkeit beschreibt
némlich die Rotation des korperfesten Systems S relativ zum Laborsystem Sy, die von der Wahl des Ursprungs-
punktes unbeeinflusst bleibt.
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8.3 Der Drehimpuls des starren Korpers

Im Laborsystem ist der Drehimpuls
Ly = Zmiﬁ'L X T3L. (8.29)
i

Einsetzen von Gleichungen (8.2) und (8.5) ergibt
Lp =Y mi(fo +17%) x (7o + & x 7%)

:Mf’ox?o—i—Fox(wxMﬁ)+Mﬁx?0+Zmiﬁx(ﬁxFi). (8.30)

K3

1. Fall: P ist raumfest. Wir wéihlen P als Ursprungspunkt von S und Sp. Dann ist iy = 0, also

2. Fall: P ist der Schwerpunkt. Dann ist R= 0, also

EL:M’F()X’IL“'()—FZ’I’RZ‘?:;X((DXF;). (832)

=L

Der erste Term ist der Drehimpuls des Schwerpunktes, der uns hier nicht interessiert. Wir betrachten nun den
korpereigenen Drehimpuls L. Es ist weiterhin ein Drehimpuls beziiglich des Laborsystems Sp. Bezliglich des
korperfesten Systems S verschwindet der Drehimpuls, da alle Punkte des Kérpers in S ruhen.

Wir kénnen das doppelte Kreuzprodukt auflésen,

L= "m[r}d—(7i-d)7F]. (8-33)
Die z-Komponente lautet z.B.

2
L= E m; (7“1- W1 — TiTiiW1 — Tj1Ti2wW2 — 331‘1%30-13) . (8.34)

K2

<
Vergleich mit der Definition des Tragheitstensors J ergibt die wichtige Beziehung

— And
L=J&. (8.35)
Also gilt auch
1 - 1 -
Th =3 GT'L = 3 @- L. (8.36)

8.4 Die Euler-Winkel

Wir miissen noch die generalisierten Koordinaten spezifizieren, die die Rotation des starren Kérpers beschreiben.

<>
Mit anderen Worten, wir suchen eine (fast iiberall) eineindeutige Parametrisierung der Drehmatrix R, die das
Dreibein (21,91, 21) = (éL1, éL2, é13) des Laborsystems Sy, in das Dreibein (Z, §, 2) = (é1, é2, é3) des kdrperfesten
Systems S {iberfiihrt. Diese Drehmatrix soll also

A d
én=Rér, firn=1,23==x9,2 (8.37)

erfiillen. Die allgemein iibliche Parametrisierung durch die drei Fuler- Winkel ¢, 0, 1 zerlegt diese Drehung fol-
gendermafsen in drei Einzeldrehungen:
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1. Drehung um die Achse 2, um den Winkel ¢ € [0, 27|, die neue a-Achse nennen wir Knotenlinie.

2. Drehung um die Knotenlinie um den Winkel 8 € [0, 7].

99

3. Drehung um die neue z-Achse () um den Winkel ¢ € [0, 27|, dabei wird die Knotenlinie in die neue x-Achse

(Z) uberfiihrt.

Alle Drehungen erfolgen in positiver Richtung (Rechte-Hand-Regel).

ZL
z
Y
.
0
AN
A\ ~
YL
AN
VRN
\\ 1%
A AN
T S,
Knotenlinie

Wie schon in Abschnitt 3.3.2 besprochen, vertauschen Drehungen i.A. nicht miteinander. Es ist daher wichtig,

die drei Drehungen in genau dieser Reihenfolge auszufiihren.

e
Wir wollen noch herleiten, wie die Darstellung der Rotationsmatrizen R € SO(3) durch die Euler-Winkel

explizit aussieht. Wir bezeichnen die Richtung der Knotenlinie mit k. Aus der Skizze lesen wir ab

T

=cos¢xr +singyr,

I

=cos & —sinv y.
>
Wir bezeichnen die Komponenten von R im Laborsystem mit
>
Ry, =31 Ry,
T(—)
Ry =2 Rjr usw.
Dann erhalten wir die Gleichung
COS(b:i‘L']Af:COSwaA?L-.i‘—SiIllﬁSE‘L-:l}
<~ <~
= COS?/} :f?L . RiL - Sin1/} .i’L . RyAL

<> <>
= cosy 2T Riy —siny 1 Ryy,

= cos Y Ryy — sint Ryy
und analog

=9 - k= cos ) Ry, —siny Ry,
=5 k= cosy) R, —siney R,

(8.40)
(8.41)
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Weiter entnehmen wir der Skizze, dass gilt
cos =21 -2=R,,. (8.48)

Wir suchen also R, m,n = x,y, 2, die diese (nicht unabhéngigen) Gleichungen und auferdem die Orthogo-

LR o d <>
nalitéitsrelation RTR = 1 < Zm RynRmp = dnp und die ,spezielle® Bedingung det R = 1 erfiillen. Mit etwas
Herumprobieren findet man als Losung

5 cos ¢ costyy —singcosfsiny —cosgsiny —singpcosfcosy  singsinb
R($,0,v) = | singcostp + cospcosfsiny —singsiny + cospcosfcosyp —cospsind | . (8.49)
sin @ sin ¢ sin @ cos ¢ cos 6

<~
Die Komponenten von R haben eine einfache geometrische Bedeutung. Nach Definition sind die Komponenten

T e
Ry = éT Rép, (8.50)
mit {ér1,ér2,ér3} = {&r,Jr, 2} wie oben. Mit Gl. (8.37) ergibt sich
R = €5, én. (8.51)

Da ér,, und é,, Einheitsvektoren sind, ist R,,, gerade der Kosinus des zwischen der m-Achse im Laborsystem und

der n-Achse im kérperfesten System eingeschlossenen Winkels. Es sei angemerkt, dass die Darstellung von % in
Gl. (8.49) recht kompliziert und auch nicht symmetrisch beziiglich z, y, z ist. Diese Asymmetrie riihrt daher, dass
die Definition der Euler-Winkel bestimmte Koordinatenachsen auszeichnet — die erste Drehung erfolgt speziell um
Z[, usw.

Oft benétigt man die Transformation der Komponenten eines Vektors b beziiglich der Basen {Z, 4,2} und
{Zr,9r, 21} Diese finden wir ausgehend von

5: br1Zp + broyr + br3Zr = b1 + boy + b3 2. (852)
Es folgt z.B.

by = b2 = bpdp-2+brofy -4 brsiy - &

b ATEA 75 AT o
13, REp + bpofy REp + br3éy RIL

= briRy. + bLZRym + bLBRzac; (853)
insgesamt also
b1 Rzz Ryz Rzz bLl
bo | = [ Rey Ry, Ryl [br2]. (8.54)
bs Ry Ryz R,. brs

<
Die Matrix ist die Transponierte von R dargestellt in der Basis {Z,, 9y, 21, }. Wir koénnen also schreiben

by o (b 5 bra
bo | =RT | bro | =R b1 |, (8.55)
b3 brs br3

<«
wobei wir verwendet haben, dass R orthogonal ist. Die Komponenten transformieren sich demnach mit der
transponierten bzw. inversen Matrix

o cos ¢ cos 1) — sin ¢ cos B sin P sin ¢ cos ) + cos pcosfsiny  sinfsinp
R (¢,0,7) = | —cos¢sinty —singpcosfcosy) —singsini + cospcosfcosyy sinfcosip | . (8.56)
sin ¢ sin 6 —cos ¢sinf cosf
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Diese lasst sich iibrigens als Produkt dreier einzelner Drehmatrizen bzgl. der Winkel ¢, 6, v schreiben:

o costy siny 0 1 0 0 cos¢p sing 0
RT(4,0,1p) = | —sintp cosyp 0 0 cosf sinf —sing cos¢p 0. (8.57)
0 0 1 0 —sinf cos6 0 0 1

<> <>
Die Drehmatrix R der Basisvektoren und die Drehmatrix R” der Vektorkomponenten bzgl. der Basen werden
leider in manchen Lehrbiichern durcheinander gebracht.
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Kapitel 9

Dynamik des starren Korpers

In diesem Kapitel wollen wir Bewegungsgleichungen fiir starre Korper aufstellen und 16sen. Wir nehmen an, dass
aufler evtl. einem festen Punkt keine weiteren Zwangsbedingungen die Rotation des Korpers einschrénken; er
dreht sich z.B. nicht um eine fest vorgegebene Achse. Einen starren Korper, der frei rotieren kann, nennen wir
Kreisel.

Die Euler-Winkel ¢, 6, v stellen eine ziemlich unsymmetrische Parametrisierung der Drehgruppe SO(3) dar.
Das fithrt dazu, dass die Bewegungsgleichungen fiir ¢, 6, 1 schon in einfachen Féllen kompliziert sind. Andere
generalisierte Koordinaten helfen hier aber auch nicht. Es erweist sich als niitzlich, zundchst Bewegungsgleichungen
fiir die Winkelgeschwindigkeit & aufzustellen.

9.1 Die Euler-Gleichungen

Schon im Rahmen der Newton-Mechanik hatten wir gesehen, dass die Zeitableitung des Drehimpulses durch

das &uftere Drehmoment gegeben ist, L = M. Diese Beziehung gilt i.A. nur in einem Inertialsystem, z.B. im
Laborsystem Sy,. Préziser schreiben wir also
d\ - -
— | L=M. (9.1)
dt ),

Der Drehimpuls L héingt mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit ¢ iiber
. pEs
L=J& (9.2)

A xd
zusammen. Beziiglich des Laborsystems Sy, ist der Trégheitstensor J jedoch zeitabhéingig, da die Haupttrigheits-
achsen mit dem Korper mitrotieren. Daher ist

- (2) £-[(£) 73 (2), =

Diese Bewegungsgleichung ist nicht sehr niitzlich. Besser verwenden wir Zeitableitungen beziiglich des kérperfesten
<

Systems S, in dem J konstant ist. Mit der bekannten Regel

d d
Z) = =243 4
<dt)L 7 +d x (9.4)

erhalten wir
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. <~
= Ji+& x Ja. (9.5)
Beachte, dass & eindeutig ist, weil gilt
d da
— | d= — +dxd. 9.6
(dt)L VS Tere (9:6)
o

Die Beziehung (9.5) ist koordinatenfrei, d.h. wir kénnen das Koordinatensystem beliebig wéihlen. Das korperfeste

And
System mit den Haupttragheitsachsen als Koordinatenachsen ist hier besonders giinstig, weil sich J zu

Ji 0 0

“
J=10 Jy, 0O (9.7)
0 0 Js
vereinfacht. Dann folgt
= M, Jiw w1 Jiwy
M= |My| =1Jows | + |wa | X | Jows
M3 J3ws w3 Jaws
J1w1 + waJswsz — w3 Jaws Jiwr + (Jg — Jg)&)gwg
= | Jows +w3Jiwy —wiJswsz | = | Jows + (Jl — Jg)bu3wl . (98)
J3wz + w1 Jows — waJiwy Jaws + (J2 — Jp) wiws
Die drei Komponenten dieser Vektorgleichung,
M1 = Jlol)l + (J3 - JQ)&JQOJg,, (99)
Mo = Jows + (Jl — J3)W3w1, (910)
M3 = Jzws + (JQ — J1)(,d1td2 (9.11)

sind die Euler-Gleichungen. Sie haben eine kompliziertere Struktur als die entsprechenden Gleichungen F; = mo
usw. fiir die Translation: Selbst ohne dufseres Drehmoment, M = 0, erhalten wir drei gekoppelte, nichtlineare
Differentialgleichungen fiir wy, wa, ws. Das liegt letztlich wieder daran, dass Rotationen um verschiedene Achsen
nicht miteinander vertauschen.

Bei der Interpretation von & ist Aufmerksamkeit geboten. & ist die Winkelgeschwindigkeit des Korpers (und
von S) gegeniiber dem Laborsystem Sy,. Die Winkelgeschwindigkeit gegentiber dem kérperfesten System ist nach
Definition Null, ebenso wie der Drehimpuls bzgl. des korperfesten Systems. Die Euler-Gleichungen sind aber
in korperfesten Koordinaten, ndmlich beziiglich der Haupttragheitsachsen, geschrieben. wy, ws, w3 sind also die
Komponenten von & beziiglich des korperfesten Systems. Es ist genau diese Winkelgeschwindigkeit &, die in die
Tragheitskréfte eingeht. Wenn wir in einem Flugzeug sitzen, kénnen wir & also fiihlen.

Analog ist L der Drehimpuls des Korpers im Laborsystem. Sein Drehimpuls in einem korperfesten System

N 4
verschwindet wegen L = J& und & = 0.

9.2 Rotation im Laborsystem

Letztlich wollen wir als Losung der Bewegungsgleichungen die zeitabhéngige Orientierung des Kreisels im La-
borsystem bestimmen. Wir suchen also die Euler-Winkel ¢(t), 6(t) und ¢(¢). Dazu miissen wir zunéchst die
Euler-Winkel und die zugehorigen generalisierten Geschwindigkeiten mit den kdrperfesten Komponenten wy, wo,
ws der Winkelgeschwindigkeit in Beziehung setzen.

Wir betrachten eine infinitesimale Drehung & dt = (w1 + w2y + w3Z) dt. Der Betrag dieses Vektors ist w dt,
der Drehwinkel wiahrend des Zeitintervals dt. Die Richtung des Vektors ist offensichtlich die Richtung von &, also
entlang der momentanen Drehachse. Da wir jede Drehung durch Euler-Winkel darstellen kénnen, muss sich die
Drehung & dt = (w1 + wai) + w32) dt aus infinitesimalen Anderungen der Euler-Winkel zusammensetzen lassen:

1. d¢ um Zp,
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2. df um die Knotenlinie, deren Richtung wir mit k bezeichnen,
3. dip um Z.

Also ist R
WJdt =dozp, + dik + dyz. (9.12)

Jetzt miissen wir noch 27, und k durch die Richtungsvektoren , g, Z der Haupttragheitsachsen ausdriicken. Wir
wissen schon aus Abschnitt 8.4, dass die Richtung der Knotenlinie

k=cosyd—sinyyg (9.13)

erfiillt. Auferdem hatten wir gesehen, dass fiir die Komponenten eines beliebigen Vektors b in den Basen {#,9,2}
und {i‘L, UL, ?:“L} gilt

by o7 [br1
by | =R b2 |- (9.14)
b3 brs

Wir wihlen jetzt b = %, und erhalten die Darstellung

2 & o7 [0 sin 6 sin v
2.9l =R (0] = |sinfcosvy |, (9.15)
2L 2 1 cos 6
—_———— ——
inS in Sr,
also
Zp, = sin @ sin Y& + sin 0 cos Yy + cos OZ. (9.16)
Damit wird
@dt = (dpsin@sint) + df cos )z + (dosinf cosp — df sin ) g + (dp cosd + di)z (9.17)
und wir finden
w1 = ¢sinfsiny + 0 cos 1, (9.18)
wy = ¢sinfcosty — Osinh, (9.19)
wg = ¢cosh + 1. (9.20)

Zur vollstdndigen Beschreibung der Bewegung miissen wir also diese drei Gleichungen und die drei Euler-
Gleichungen simultan 16sen. Da alle sechs Gleichungen erster Ordnung sind, bendtigen wir sechs Anfangsbe-
dingungen, um die Losung eindeutig festzulegen, z.B. &(tg) und ¢(to), 0(to), ¥(to). Wenn die Drehmomente M,
Ms, M3 im korperfesten System explizit gegeben sind — insbesondere, wenn sie verschwinden — kénnen wir die
Euler-Gleichungen zuerst losen und dann die Losung fiir &(¢) in die drei Gleichungen fiir ¢, 6, v einsetzen.

9.3 Der kraftefreie Kreisel

Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem kein Drehmoment wirkt: M = 0. Dann spricht man etwas irrefithrend
vom kréftefreien Kreisel. Schon dieser Fall ist iiberraschend komplex. Die Euler-Gleichungen lauten hier

J1w1 + (J3 = J2) waws = 0, (9.21)
Jows + (J1 — J3) wawr = 0, (9.22)
Jaws + (J2 — J1) wiwz = 0. (9.23)

Multiplikation mit wy,ws bzw. w3 und Addition ergibt

0= lelwl + J2w2dj2 + J3W3d}3 + (Jg - JQ 3 + J2 — Jl)CU1LOQW3
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1 0. d
= — T .24
5% Ji = 5 [re (9.24)

=

1
5 (le% + JQW% + ngg) =

=

Wir haben also den Energieerhaltungssatz wieder gewonnen, ein nicht iiberraschendes Ergebnis.
Multiplizieren wir die Euler-Gleichungen stattdessen mit Jiwy, Jows bzw. Jsws und addieren sie, so erhalten

wir
0 = Jiwidn + Jawatns + Jawsis + (J1J3 — J1Ja2 + J 3J3 + J3Jo — J3J1) wiwows

1d
=25 (J + J3ws + J3w3) = 57 (L3+L3+13) =~ — L% (9.25)
Also ist das Quadrat oder dquivalent der Betrag des Drehimpulses im korperfesten System S erhalten. Das ist
auch nicht besonders iiberraschend: Der Drehimpulsvektor L ist wegen M = 0 im Inertialsystem Sj, erhalten.
Der Ubergang von Sy zu S ist eine Drehung. Unter Drehungen ist aber der Betrag von Vektoren invariant.
Zusammenfassend finden wir fiir den kréftefreien Kreisel zwei Erhaltungsgréfen E, L im korperfesten System.
Das ist aber noch nicht ausreichend, um die drei Gleichungen fiir wy, wo, ws zu integrieren.

9.3.1 Rotation um freie Achsen

Wir haben gesehen, dass fiir allgemeine Bewegungen des kréftefreien Kreisels nur der Betrag des Drehimpulses in
S erhalten ist. Nun untersuchen wir, ob es spezielle Bewegungen gibt, bei denen L in S als Vektor erhalten ist.
Zu diesem Zweck nehmen wir vorlauﬁg an, dass solche Bewegungen existieren, und priifen die Konsequenzen.

Damit L in S erhalten ist, miisste 0 = L J & gelten, also & & = 0. Aus den Euler- Gleichungen folgt dann

(J3 - JQ) Wawg = O, (926)
(J1 — Jg) w3zwi = O7 (927)
(JQ — Jl) Wi = 0. (928)

Sind Jp, Jo, J3 alle verschieden (unsymmetrischer Kreisel), so miissen daher zwei Komponenten von & verschwin-
den. (Wenn alle drei verschwinden, gibt es gar keine Rotation.) D.h. dle Drehachse (parallel zu &) ist parallel

zu einer der Haupttrégheitsachsen und damit korperfest. Wegen L= J @ ist L dann auch parallel zu derselben
Achse und korperfest. L ist aber im Laborsystem Sy, erhalten. Daher ist die Rotationsachse auch in Sy, fest.

Ist diese Bewegung stabil? Dazu betrachten wir eine Rotation, die fast um eine Haupttragheitsachse erfolgt.
0.B.d.A. sei dies die £-Achse. Dann nehmen wir an, dass gilt w; = w? + Aw;, wy = AwQ, w3 = Aws, wobei
(wl,O 0) = const eine Rotation um die #-Achse beschreibt, und |Aws |, |Aws|, |Aws| < w? gilt. Diese Skizze zeigt
@ im korperfesten System S:

L

/

Die Euler-Gleichungen (9.21)—(9.23) lauten ndherungsweise, bis zur ersten Ordnung in Aw;,

T+ T AGy =0, (9.29)
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JoAdsg + (J1 — J3)Awz w) =0, (9.30)
Js Az + (Jo — J1)w? Awy = 0. (9.31)

Aus der ersten Gleichung folgt Aw; = const und aus den beiden iibrigen

Adsy — — Ji—J3 W9 Aws, (9.32)
Jo
AwS = — J2 _ Jl w(l)Awg. (933)
J3
Also
Ady = (Jl — J3)(J2 - Jl) (OJ?)QA(UQ, (934)
JoJ3
Adg = (JQ — Jl)(Jl - JB) (w?)2AW3. (935)
J3Jo

Diese Gleichungen sind entkoppelt. Der Koeffizient auf der rechten Seite ist fiir beide Gleichungen derselbe. Die
Bewegung ist stabil, wenn die ,Kraft* riicktreibend ist, vgl. den harmonischen Oszillator, d.h. wenn gilt
(J1 = J3)(J2 = 1)
JoJs

whH?<o (9.36)

oder dquivalent
(JQ — Jl)(Jg, — Jl) > 0. (937)

Das ist der Fall, wenn Jo, J3 > J; oder Js, J3 < J; gilt, also wenn J; das kleinste oder das grofste Haupttragheits-
moment ist. Ist es dagegen das mittlere, ist die Bewegung instabil. Das kann man mit einem geworfenen Quader
(Buch, Schwamm) ausprobieren.

9.3.2 Der symmetrische Kreisel

Wir haben im letzten Abschnitt die Rotation eines kraftefreien unsymmetrischen Kreisels um eine freie Achse
(Haupttrigheitsachse) untersucht. Nun wollen wir Rotation um beliebige Achsen betrachten. Die Losung fiir einen
unsymmetrischen Kreisel ist aufwendig. Wir betrachten hier den einfacheren Fall des symmetrischen Kreisels mit

Ji=Jy # Js. (9.38)

Der noch einfachere Fall des Kugelkreisels, J; = Jo = Js, ist langweilig, da immer L und &, d.h. die momentane
Drehachse, parallel sind. Die ausgezeichnete Haupttrigheitsachse, hier die 2-Achse, heifst Figurenachse. Ist der
Korper z.B. ein Rotationskdrper, so ist die Symmetrieachse die Figurenachse.

Die Euler-Gleichungen lauten

Jiwy + (J3 — J1) waws = 0, (9.39)
Jiwg + (J1 = J3) wawr = 0, (9.40)

J3ws +W: 0. (941)

Offenbar gilt w3 = const =: w). Wir wiihlen das korperfeste System S 0.B.d.A. so, dass w) > 0 ist. Die ersten
beiden Euler-Gleichungen sind

Jy—J
mf-lj WY wy =0, (9.42)
q,_/
=:Q
Ji—J
@+1J3@m:a (9.43)
1
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Es folgt

01 — Qg =1 + Q2W1 =0, (944)
g + Qy = g + Q%wy = 0. (9.45)

Das sind wieder Gleichungen analog zu harmonischen Oszillatoren. Der Ansatz

w1 = asin(Qt + ) (9.46)
erfiillt die erste Gleichung. Dann ist .
Wy = % = acos(Qt + ). (9.47)
Insgesamt also:
asin(Qt + B)
&= | acos(Q+ ) (9.48)
W0
3
mit 7
Q="2_""2,9 (9.49)
J1

und w§, @, 3 beliebig. Das ist die allgemeine Losung, denn wir hatten drei Gleichungen erster Ordnung, die drei
unabhéngige Parameter erfordern.
Im kérperfesten System S kénnen wir J wie folgt darstellen:

Im korperfesten System lduft o, also die momentane Drehachse, auf einem Kegelmantel, dem Polkegel, um die
Figurenachse um. Die Winkelgeschwindigkeit dieser Bewegung ist Q. 2 > 0 bzw. Q < 0 bedeuten Umlauf im Uhr-
zeigersinn (negativer Drehsinn) bzw. gegen den Uhrzeigersinn (positiver Drehsinn). Den Umlauf der momentanen
Drehachse um die Figurenachse nennt man freie Nutation.

Beispiel: Die Erde ist annéhernd ein abgeflachtes (oblates) Rotationsellipsoid mit J; &~ Jy < J3 und

Js —Jq 1
N —, 9.50
J1 305 (9:50)
Die Periode T = 27/$) der freien Nutation betrégt jedoch nicht, wie man erwarten sollte,
J1 2 Jl
— = = Tage ~ 305 Tage, 9.51
‘Jl — J3 wg ‘Jl — J3 age age ( )
1 Tag

sondern ungefdhr 433 Tage. Die Ursache fiir diese Abweichung liegt darin, dass die Erde eben kein starrer Korper
ist, sondern elastisch und teilweise fliissig. Die Amplitude variiert stark mit der Zeit und betrigt maximal 10 m
an der Erdoberflache.
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Nun kénnen wir die Gleichungen

asin(Qt + ) = ¢sinfsinth + 6 cos ), (9.52)
acos(QU + ) = ¢sinb costp — Osin, (9.53)
wd = dcosh 4 1 (9.54)

16sen, um die Euler-Winkel ¢(t), (¢) und ¢ (t) zu erhalten. An dieser Stelle ist es sinnvoll, ein spezielles Koordina-

tensystem in S, zu wihlen, nimlich eines mit 2y, || L = const. Wir kennen die Darstellung von 2y, in kérperfesten
Koordinaten aus Gl. (9.16),
27, = sin @ sin vy + sin 6 cos 1y + cos 2. (9.55)

Wegen L = L2y lauten die Drehimpulskomponenten bzgl. der Haupttrégheitsachsen z, g, Z daher
L1 = Lsinfsin,

Lo = Lsinf cos,
L3 = Lcos?. (9.56)

- <>
Mit L = J& erhalten wir

Lsinfsint = Jydsin O sin ) + J1 60 cos 1),
Lsinfcosy = Jlgf)sinecosw — Jlésinzlz,
Lcosf = Js¢cos O + Jsip. (9.57)

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit costy und die zweite mit sin und subtrahieren die zweite von der
ersten, so erhalten wir

0= J16 (cos> p + sin® ) = J, 0. (9.58)
Es folgt, fiir unsere Wahl des Labor-Koordinatensystems,
6 = const =: g (9.59)
und damit aus den Gleichungen (9.52)—(9.54)
asin(Qt 4 8) = ¢sin by sin v, (9.60)
acos(Qt + ) = ¢sin by cos v, (9.61)
wd = ¢cosby + . (9.62)

Aus den ersten beiden Gleichungen (9.60), (9.61) folgt

asin(Qt + B) cost) — accos(Qt + B) siny =0 (9.63)
= asin(QU+F—¢)=0 (9.64)

mit den beiden wesentlich verschiedenen Lésungen

| Y+,
o={ Gifn 55)
Aus der dritten Gleichung (9.62) erhalten wir schlieflich

wd — 1 =wy — Q= dcosby (9.66)

0 0

. W3 — Q J3 w3

= == = t .
= ¢ cos by J1 cos by cons (9-67)
J 0

S =+ B (9.68)

Ji cosby
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Setzen wir in Gl. (9.61) speziell Qt 4+ 8 = 0, so ergibt sich

o= psinby (£1) = i? w$ tan g, (9.69)

1
wobei die beiden Vorzeichen von den beiden Losungen fiir ¢(¢) in Gl. (9.65) stammen. Diese Gleichung legt o
fest. Unsere Ergebnisse fiir die Euler-Winkel enthalten also nur die vier freien Parameter w9, 3, 6y und ¢o. Es
gibt eigentlich sechs freie Parameter, aber iiber zwei haben wir bei der Festlegung der Richtung von Z; verfiigt.
Man kann nun die Bewegung im Laborsystem als Abrollen eines Kegels auf einem anderen Kegel verstehen.
Dazu sei auf die Literatur verwiesen. Hier soll nur hervorgehoben werden, dass sich die Figurenachse Z mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit ¢ = (J3/J1) W Jcos By und unter konstantem Kippwinkel 6 um die raumfeste
Drehimpulsrichtung dreht.

9.4 Der schwere Kreisel

Der einfachste Fall, in dem das Drehmoment nicht verschwindet, ist der Kreisel mit einem festgehaltenen Punkt P
im homogenen Schwerefeld. Jetzt hingen die Komponenten des Drehmoments M im korperfesten System natiirlich
von der Orientierung des Korpers ab. Wir kénnen die Euler-Gleichungen also nicht mehr unabhingig von den
Gleichungen fiir ¢, 6, 1 16sen. Stattdessen gehen wir direkt von den Lagrange-Gleichungen fiir die generalisierten
Koordinaten ¢, 6, ¢ aus.

9.4.1 Die Lagrange-Gleichungen fiir die Euler-Winkel

In Abschnitt 8.2 hatten wir gesehen, dass die kinetische Energie, fiir & ausgedriickt im Haupttriagheitssystem,

4 1 1
T=-3"J& lef +3 Jows + 3 Jsw3 (9.70)

betrégt. Dafiir konnen wir nun schreiben
1 . . 1 . . 1 . .
=3 Ji(¢sin@sinp + 0 cosp)? + 3 Jo(¢psinf costp — Osineh)? + 3 J3(¢cos @ + 1) (9.71)

Zur Bestimmung des Potentials wiahlen wir die Z7-Achse entgegen der Gewichtskraft gerichtet. Das Potential
ist offenbar

wobei M die Gesamtmasse und Zj, die z-Koordinate des Schwerpunktes S bzw. die z-Komponente des Schwer-
punktvektors R im Laborsystem Sy, sind. Die Komponenten von R transformieren sich nach
X o Xr X, o [X
Y|=R"|Ys & Y. |=R[Y]. (9.73)
Z VA Zy Z
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Die Komponenten X, Y, Z im korperfesten System sind natiirlich konstant. Damit erhalten wir
Zy, = Xsinfsiny + Y sinfcosy) + Z cos 6 (9.74)

und
V =Mg(Xsinfsiny + Y sinfcosvy + zcosf). (9.75)

Damit erhalten wir die Lagrange-Funktion
1 . . 1 . . 1 . .
L=T-V = B Ji(¢psinfsiney + 0 cosep)? + 3 Jo(¢psinfcostp — Osineh)? + 3 J3(¢pcosf + 1))?
— Mg (Xsinfsiny + Y sinfcos 4+ zcosh). (9.76)

9.4.2 Der symmetrische schwere Kreisel

Fiir einen symmetrischen Kreisel mit J; = J; vereinfacht sich die kinetische Energie in Gl. (9.71) zu
1 : . 1 . .
T = 5Jl(¢2 sin? 6 4 0%) + §J3(¢cost9+w)2. (9.77)

AuRerdem ist fiir einen symmetrischen Kreisel die Strecke PS zwischen dem raumfesten Punkt P und dem
Schwerpunkt S parallel zur Figurenachse Z. Dann gilt X =Y =0 und

V = Mglcos®, (9.78)

wobei £ = Z der Abstand zwischen P und S ist.
Die Lagrange-Funktion lautet demnach fiir einen symmetrischen schweren Kreisel

1 . . 1 . .
L=T-V=3 J1(¢%sin? 6 + 6%) + 3 Js(pcos O + 1))? — Mgl cos 6. (9.79)

Wir erkennen, dass fiir den symmetrischen Kreisel im Schwerefeld die Euler-Winkel ¢ und v zyklisch sind. Damit
finden wir zwei Erhaltungsgrofien:

Py = g; = Jipsin® 0 + Js(¢pcos 0 + 1)) cos § = const (9.80)
und
oL . .
Py = % = J3(¢cosO + ¢) = Jsws = const. (9.81)

In py erkennen wir sofort die Drehimpulskomponente L3 entlang der Figurenachse 2 im korperfesten System. py
ist die Drehimpulskomponente L3 entlang der Senkrechten 2 im Laborsystem. Das kénnen wir mit Hilfe der
allgemeinen Transformation fiir Vektorkomponenten erkennen: Es ist

Ly o (L1 Ly o [J1w1
L2 = RT LL2 = LL2 =R J1w2 s (982)
L3 L3 L3 Jaws

also

L3 =sinfsin¥Jiw; + sin 6 cos ¥ Jyws + cos 0 J3ws

= Jl(qgsin2ﬁsin21/)+W+¢sin29c0522/1 —W) + J3(pcos? 6 + 1) cos 0)

= J1psin® 0 + J3(¢cos O + 1)) cos § = pg. (9.83)

Es folgt auch aus dem Noether-Theorem, dass die Komponente Lj3 erhalten sein muss. Wir finden also: 1 ist
der Drehwinkel um die z-Achse im kérperfesten System, der zu 1) konjugierte Impuls ist der Drehimpuls um diese
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Achse. ¢ ist der Drehwinkel um die z;-Achse im Laborsystem, der zu ¢ konjugierte Impuls ist der Drehimpuls
um diese Achse.

Da auferdem die Schwerkraft konservativ ist und die Zwangsbedingungen (raumfester Punkt!) holonom-
skleronom sind, gilt H = E. Mit 0L£/9t = 0 folgt Energieerhaltung,

1 . . 1 : .
E=T+V = 3 J1($?sin® 0 + 6%) + 3 J3(¢cos B + 1h)* + Mgl cos @ = const. (9.84)

Trotz der Existenz von drei Erhaltungsgrofen lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir ¢, 6, ¥ nur numerisch
integrieren. (Fiir 6(t) ldsst sich eine geschlossene Losung finden, die eine spezielle Funktion, eine sogenannte
elliptische Funktion, enthélt.) Das Ergebnis ist eine Uberlagerung von drei Bewegungen:

1. Der Kreisel rotiert um seine Figurenachse, beschrieben durch (¢).

2. Die Figurenachse bewegt sich um die Senkrechte Z;, im Laborsystem herum, beschrieben durch ¢(t). Diese
Bewegung nennt man Prazession.

3. Der Winkel 6(t) zwischen Figurenachse und Senkrechter &ndert sich periodisch. Diese Bewegung heifit
Nutation. Sie darf nicht mit der freien Nutation fiir den kréftefreien Kreisel verwechselt werden.

Die Kugelkoordinaten der Figurenachse Z im Laborsystem sind ¢ und 6. Durch Auftragen von 2(t) auf der
Einheitskugel kann man die Prézession und Nutation darstellen. Ein typischer Fall sei hier skizziert:

\Nutation

Prazession



Kapitel 10

Lineare Schwingungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit linearen Schwingungen in einer und in mehreren Koordinaten. ,Linear*
bedeutet dabei, dass die riicktreibenden Kréfte proportional zu den Auslenkungen sein sollen, d.h. das Hooke-
sche Gesetz gilt. Die groffe Bedeutung von linearen Schwingungen ldsst sich schon fiir den Fall eines einzigen
Freiheitsgrades verstehen: Ein konservatives, holonom-skleronomes System mit einem Freiheitsgrad ¢ habe die
Lagrange-Funktion

wobei insbesondere das Potential V' eine beliebig komplizierte Funktion von ¢ sein kann. (V' hdngt nicht von ¢
ab, da wir ein konservatives System betrachten.)

V(q)

q0 q

Die wesentliche Annahme ist nun, dass die Auslenkung ¢ — o aus einem Potentialminimum ¢y klein ist. Dann
kénnen wir V(¢g) um ¢o in eine Taylor-Reihe entwickeln,

V(e) = Viao) + 5 V" (a0) (4~ 0)* + O ((a — a)") (10.2)

=K

und Terme dritter und héherer Ordnung vernachléssigen. Der lineare Term verschwindet, da wir um ein Minimum
entwickeln. Die Ndherung

Via) = Via) + 5 5 — o)’ (10.3)

ist aber nur dann gut, wenn V" (go) =  nicht verschwindet. Auf einem Potential der Form V(q) = aq®* ist die
hier entwickelte Theorie linearer Schwingungen nicht anwendbar. Das Verschwinden von k erfordert aber einen
Grund; fiir ,,generische’* Funktionen gilt £ > 0 an einem Minimum. Analog wére auch fiir ein nicht analytisches
Verhalten der Funktion V' (¢) bei ¢ = go ein Grund erforderlich.

In Abschnitt 5.9 hatten wir gesehen, dass unter den hier gemachten Annahmen die kinetische Energie eine
homogene Funktion zweiten Grades in ¢ ist, also

(10.4)
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Die Abhéngigkeit von ¢, die im Faktor pu(q) steckt, kann kompliziert sein. Sind aber die Auslenkungen klein, so
sind auch die Geschwindigkeiten klein (das kénnen wir im Nachhinein anhand der gefundenen Lisung iiberpriifen).
Da nun T bereits explizit von zweiter Ordnung in der kleinen Grofe ¢ ist, konnen und miissen wir p(g) nur in
nullter Ordnung in ¢ mitnehmen, also

1

1 . .
T= 3 plg)d* = 5 pd (10.5)

Damit kénnen wir L(g, ¢) bis zur 2. Ordnung in den kleinen Gréfien ¢ und ¢ entwickeln. Um Schreibarbeit zu
sparen, verschieben wir die generalisierte Koordinate g so, dass o = 0 gilt. Dann ist

o 1., 1
L(g,4) = L(0,0) + 5#612 — gnqz. (10.6)

irrelevante
Konstante

Die Lagrange-Gleichung 2. Art ist

d 0L OL
. 1 3
dt 0¢  0Oq pi + kg =0, (10.7)

also
K

§g=——q. 10.8
. (10.8)

Das ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators, sofern p,x > 0 gilt, was wir jetzt annehmen
werden. Bei einem Federpendel wire p die Masse und « die Federkonstante.

Ein analoges Ergebnis erhalten wir auch fiir mehrere Freiheitsgrade, wie wir spiter sehen werden: Fiir kleine
Auslenkungen um ein Potentialminimum fithrt ein System lineare Schwingungen aus. Es wurde bereits angedeutet,
dass diese Erkenntnis auch in der Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie von zentraler Bedeutung ist.

10.1 Der harmonische Oszillator

10.1.1 Der freie gedampfte Oszillator

Wir beginnen mit einer Wiederholung zum harmonischen Oszillator in einer Dimension. Wir verwenden dem
Federpendel angepasste Bezeichnungen, aber die obige Diskussion zeigt, dass die Ergebnisse von sehr viel allge-
meinerer Bedeutung sind. Zusétzlich zur Lagrange-Funktion

1 1
L:TfV:im:irzfikx2 (10.9)

mit der Masser m und der Federkonstanten k fiithren wir eine Dissipationsfunktion P ein, um Reibungseffekte zu
beriicksichtigen. Wir nehmen Stokessche Reibung an, dann gilt nach Abschnitt 6.1

P = — ai®. (10.10)
Die Bewegungsgleichung lautet
d 0L O0L 0P

4 —mi r = 0. 10.11
it oi  ox ox M TReted=0 (10-11)

k o
wo = 4/ - und 7= om (10.12)

&+ 22+ wiz = 0. (10.13)

Mit den Abkiirzungen

erhalten wir die Gleichung

Mit dem Ansatz
= Ae (10.14)
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folgt die charakteristische Gleichung
M 429N+ Wi =0 (10.15)

Ay = —y+£4/72 —wi. (10.16)

Fiir v = wyp erhalten wir tatséchlich nur eine Losung, da dann Ay = A_ gilt. Diesen Fall werden wir gesondert zu
behandeln haben. Ist v # wy, so finden wir die allgemeine Losung

mit den beiden Lésungen

o(t) = ApeMt + A_eMt = ALe VIR L 4oVt (10.17)

Wir kénnen nun folgende Félle unterscheiden:
1. Schwingfall: v < wy. Hier ist \/72 — w imaginir und wir definieren

wi=/wi—72 €R. (10.18)

Die allgemeine Losung lautet nun

z(t)=e " (Ape™ + A_em ™). (10.19)
Mit den Anfangsbedingungen
z(0) = o, (10.20)
z(0) = vg (10.21)
erhalten wir
o = A+ + A_7
—_——
zo
und daraus
Zo Vo + Yxo
Ay =— 4+ —— 10.23
S 2iw (10-23)

und schlieflich

o(t) = e Kﬂczo N UO+WO> gt (9620 B vo+%vo> e_m}

2iw 24w
=e (:co coswt + Yot 7% sinwt) . (10.24)
w
Mit
2
A= \/xg n <”°+W°> (10.25)
w
und
W
tan ¢g ;== —— 10.26
o= (10.26)
kénnen wir auch schreiben
z(t) = Ae™ " sin(wt + ¢o). (10.27)

Offensichtlich ist die Losung eine geddmpfte harmonische Schwingung mit der Déampfungskonstante v = «/2m
und der Frequenz w = /w3 — 72, die gegeniiber dem ungeddmpften Fall reduziert ist.
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2. Kriechfall: v > wp. Nun ist 1/72? — w3 reell. Die allgemeine Losung ist schon bekannt,
2(t) = et (A+e\/"’2_°’3t + A,e_\/"’Q_“gt) . (10.28)

Aus den Anfangsbedingungen x(0) = g und %(0) = vq folgt

wo=As +A_, (10.29)
vo=—7 (A4 + A_) +(Ay — A )\ /72 — (10.30)
|\
und daraus . o 4
A, =20 YTt (10.31)

und schlieflich

_ Z Vo + YZo VA=Wt o Vo + YT — /Pt
Jit:e'yt —_— 4 — e v 0" + —_— e v 0 . 10.32
(t) [(2 5 %VQ_W(%) 2 0/l ( )

Es handelt sich um die Superposition zweier exponentieller Zerfille mit Zerfallskonstanten

¥4 4/7?2 — wE > . (10.34)

Jeder Term fiir sich hat natiirlich keine Nullstellen. Die Gesamtlosung kann héchstens eine Nullstelle haben, wenn
die Koeffizienten A, A_ entgegengesetzte Vorzeichen haben.

3. Aperiodischer Grenzfall: v = wq. In diesem Fall kennen wir erst die eine Losung e~ 7t. Eine lineare Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung muss aber zwei unabhéngige Losungen haben.

Die Bewegungsgleichung lautet in diesem Fall

und

i+ 2y2 + %2 = 0. (10.35)

Eine Losung ist 1 = e~ 7%, Eine zweite Losung erhalten wir z.B. durch die Variation der Konstanten mit dem
Ansatz
xo(t) = f(t)e " (10.36)

Einsetzen ergibt

Foof+ 2+ 2f —2°F+ 27 =0 (10.37)

= f =0 (10.38)
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= f=at+b. (10.39)
Eine von z; unabhéngige Losung ist
xo = te 7t (10.40)
Die allgemeine Losung lautet somit
z(t) = Are™ " + Ay te " (10.41)

Mit den Anfangsbedingungen x(0) = z¢ und #(0) = vy erhalten wir
a(t) = [wo + (vo +ywo)t]e . (10.42)

Interessanterweise ist die Anndherung von x — 0 fiir ¢ — oo im aperiodischen Grenzfall am schnellsten. Im
Kriechfall wird der Abfall fiir groRe Zeiten ndmlich von der kleineren Zerfallskonstanten v — /72 — w3 < 7
bestimmt.

Déampfungs-/ /
Zerfallskonstanten /

4
T

0 wo ’y
Schwingfall Kriechfall

10.1.2 Der angetriebene harmonische Oszillator: Methode der Green-Funktionen

Das Verhalten eines periodisch angetriebenen harmonischen Oszillators ist aus der Experimentalphysik bekannt.
Anstatt hier die Ergebnisse zu wiederholen, entwickeln wir eine allgemeinere Methode, die beliebige rein zeit-
abhéngige antreibende Kréfte zu behandeln gestattet. Dies ist die Methode der Green-Funktionen, die in vielen
Zusammenhéngen in der Physik von grofer Bedeutung ist.

Wir 16sen zunéichst ein Hilfsproblem: Wie reagiert ein anfangs ruhender harmonischer Oszillator auf einen
Kraftstof§ der Starke eins? Die entsprechende Bewegungsgleichung lautet

&4 2yi +wix = 6(t) (10.43)

mit x = 0 und & = 0 fiir ¢ < 0. Integration iiber ein kleines Zeitintervall [—e, €] ergibt

i(e) — @(—€) + 2yx(e) — 2yz(—e€) + wp /6 dtx(t) = 1. (10.44)
=0 =0 -

Im Grenzfall e — 0 (d.h. von € > 0 kommend) erhalten wir
#(07) + 2y2(0F) = 1. (10.45)
Da sich der Ort z nicht sprunghaft éndert, ist (07) = z(0~) = 0, also
#(0) = 1. (10.46)

Damit reduziert sich das Problem fiir ¢ > 0 auf ein bekanntes: Die Bewegungsgleichung lautet [da 6(t) = 0 fiir
t> 0]
&+ 2vi +wir =0 (10.47)
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mit Anfangsbedingungen 2(0) = 0 und #(0) = 1. Die Losung haben wir im vorigen Abschnitt gefunden. Wir
nennen diese Losung jetzt die Green-Funktion des harmonischen Oszillators und bezeichnen sie mit G(t),

1
aefﬁsinwt fiir v < wo, mit w = /wi — 72,
Gt)y=(te " fiir v = wo, (10.48)
1 . . .
ke " sinh Tt fiir v > wo, mit ' = /42 — wd,

jeweils fiir ¢ > 0 sowie G(t) = 0 fiir t < 0.
Nun betrachten wir eine beliebige zeitabhéngige Kraft,

&+ 2vi +wir = f(1) (10.49)
mit
£(t) = % (10.50)

Die allgemeine Losung ist die Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, die wir schon kennen,
und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Um diese zu finden, denken wir uns die Kraft f(¢) als
aus unendlich vielen infinitesimalen Kraftstofsen zusammengesetzt,

ft) = /jo dt’ fit"o(t —t'). (10.51)

Jeder einzelne Kraftstof wiirde zu einer Bewegung x(t) = f(¢')G(t — t’) fithren; das ist das obige Resultat fiir
einen Kraftsto der Starke f(¢') statt eins, verschoben nach t'. Die Superposition dieser Losungen lautet

Tspa(t) = /OO dat' f(t")G(t —t"). (10.52)
Wir zeigen, dass xsp,(t) tatsichlich die Bewegungsgleichungen erfiillt:
Fspa + 2YTspy + WaTsps = /OO dt' ft)G"(t —t') +2v /OO dt' f(tG'(t —t') + wd /OO dt' f(tG(t —t)
= /OO dt' fit') [G"(t—t)+ 279G (t — 1) + wiG(t — t)]
- / Tt F) 6t — 1) = f(1). (10.53)

Da die allgemeine Losung der homogenen Gleichung exponentiell geddmpft ist, bleibt nach einer gewissen Zeit
(,Einschwingvorgang®, , Transienten®) nur diese spezielle Losung iibrig.
Beispiel: Harmonisch angetriebener harmonischer Oszillator. Hier ist

f(t) = focos Q. (10.54)
Die spezielle Losung ist dann
Tops(t) = / 4’ fo cos Ot Gt — 1), (10.55)
Zum Beispiel im Schwingfall ist dies
_ fo ! / 1 —y(t—t) o /
Tspz () = — dt" cosQt' e sinw(t —t'). (10.56)
w — 00

Mit der Substitution 7 :=t — ¢’ erhalten wir

_

o0
‘Tspz(t) w /O dT cos Q(t — 7')6777 sin wT
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= Jo / dr e 77 (cos QU cos Q7 + sin Qt sin Q7) sinwTt
w Jo
= éf—o / dr e 7 [cos Qtsin(Q 4+ w)T — cos Ut sin(Q — w)7T + sin Ot cos(Q — w)7T — sin Ot cos(Q + w) 7|
w Jo
== N —cosU ————— U —sin U —————
% cos P+ (Qtw)? cos 72+(Q_w)2+sm P+ (0 —w) sin P+ Qtw)?
fo 2w(y? — Q2 + w?) 4vQuw )
= — Ot Ot
2w \ (72 + Q2 + w?)? — 4022 cos 8l + (2 + Q2 + w?)? — 40202 sim
2 24,2
v -0+ w 270 .
= Ot Ot ). 10.57
fo ((72 102+ w?)? - 40202 cos 8t + (12 + Q2 + w?)? — 40202 s ( )
Wegen
(7 = 2+ w?)? + (299)% = (VP + 9% +w?)? —40%° (10.58)
existiert ein Phasenwinkel o mit
2 _ )2 2
cosa = i tw ) (10.59)
V2 + 0 1 w?)? — 40202
20
sino = — J : (10.60)
V2 + Q2 +w?)? — 4022
also o)
g
Damit wird
Tsp (t) = fo (cos arcos Qt — sin asin Ot)
V2 + 0 1 w?)? — 40202
= fo cos(Qt + ). (10.62)

NG RIS

Der harmonisch angetriebene harmonische Oszillator schwingt also, nach Abklingen der Transienten, mit der
Frequenz der antreibenden Kraft, aber mit einer Phasenverschiebung von « gegeniiber dieser. Die Amplitude ist

_ fo
V2 2 +w?)? — 40202
also insbesondere im Grenzfall verschwindender Dampfung, v — 0,

Jo fo __fo (10.64)

A= = .
VOIr20202 + ol — 40202 /O 20202 w192 —
Wir finden die bekannte Resonanzkatastrophe: Beim Antrieb mit der Eigenfrequenz divergiert die Amplitude.
Unser Resultat fiir zqp,(t) ist dann nicht sinnvoll. Tatséchlich geht die Rechnung fiir v = 0 und Q = wy we-
gen Faktoren der Art 1/(£ — wp) nicht durch. Die korrekte Losung ist eine Oszillation mit linear mit der Zeit
anwachsender Amplitude.

(10.63)

10.2 Gekoppelte Schwingungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Schwingungen in Systemen mit mehreren (S > 1) gekoppelten Freiheitsgraden.
Wir werden uns auf konservative Systeme mit héchstens holonom-skleronomen Zwangsbedingungen beschranken.
Die Annahme von Konservativitit schliefit insbesondere Reibungskrifte aus. Die hier betrachteten Schwingungen
sind also ungedampft und die mechanische Energie ist erhalten. Auferdem sollen die Auslenkungen gegeniiber
den Ruhelagen in allen Freiheitsgraden so klein sein, dass wir die Entwicklung der Lagrange-Funktion nach diesen
Auslenkungen und den zugehorigen Geschwindigkeiten nach der zweiten Ordnung abbrechen kénnen.

Beispiele:
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e Ebenes Doppelpendel:

Hier existieren S = 2 generalisierte Koordinaten ¢1, ¢s.

e FElastischer Korper: In realen Festkorpern sind die Absténde der Kerne, die den Grofsteil der Masse tragen,
nicht konstant, sondern kénnen um einen Gleichgewichtswert schwingen. Im Vergleich zum starren Koérper
ist also ein System aus Massenpunkten verbunden durch ideale Federn ein realistischeres Modell. Fir N
Massenpunkte gibt es S = 3N — 6 Schwingungsfreiheitsgrade, die iibrigen sechs sind die Freiheitsgrade der
starren Translation und Rotation.

Unter den angegebenen Bedingungen konnen wir naherungsweise schreiben, siehe auch Gl. (5.148),

T = Wi qid; (10.65)

N =
=

i,7=1
18
Vo= 3 Z Kijid; (10.66)
i,j=1
und damit fiir die Lagrange-Funktion
1 .
L=3 Z(#iquj — Kij4iq;)- (10.67)

ij
Die Koeffizienten kénnen symmetrisch gewéahlt werden: u;; = u;; und Kj; = K45. Die Lagrange-Gleichungen lauten

> (igiy + rija;) = 0 (10.68)

J

firi=1,2,...,85.
Dieses System von linearen Differentialgleichungen 16sen wir mit dem komplexen Exponentialansatz

qj = aj e’ (10.69)
Einsetzen in die Bewegungsgleichungen ergibt
Z(KJU —wg,uij)aj = 0, = 17...,S. (1070)
J
Dies sind die S Komponenten der Vektor-Gleichung

(<—> 2>

Kk —wp)d=0. (10.71)

Das ist eine verallgemeinerte Eigenwertgleichung fiir Eigenwerte w? zu Eigenvektoren @. Die Gleichung wiirde sich
auf eine gewohnliche Eigenwertgleichung reduzieren, wenn p proportional zur Einheitsmatrix wéire. Wir kénnen

die Gleichung auf diese Form bringen, indem wir sie von links mit der inversen Matrix p  multiplizieren:

(<—>71(—>

itk —w?l)a =0, (10.72)
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wobei }7—1‘2 i.A. nicht symmetrisch ist. Die Umformung setzt natiirlich voraus, dass ,17 nicht singular ist, dass

also ﬁ_l existiert. Man kann sich aber iiberlegen, dass ﬁ nur singulér wird, wenn Deformationen des Systems
existieren, bei denen keine Massen verschoben werden. Das ist in realen Systemen nie der Fall.
Lésungen fiir @ # 0, d.h. Eigenvektoren, existieren bekanntlich nur dann, wenn die charakteristische Gleichung

det(u='k — w?1) =0 (10.73)
fiir die Eigenwerte erfiillt ist. Wegen
det(i 'K —w?1) =det ' (K — w?) = det 11! det(k — w? i) (10.74)
kénnen wir dquivalent
det(¥ —w?) =0 (10.75)

fordern. Die charakteristische Gleichung legt die Eigenwerte w? fest. Wir bezeichnen die Eigenwerte mit w?,
r = 1,...,5 und die zugehdrigen Eigenvektoren mit @,.. Die w? miissen nicht alle verschieden sein. Man kann
jedoch immer S linear unabhéngige Eigenvektoren @, finden.

Man kann zeigen (siehe z.B. Goldsteins Buch), dass die verallgemeinerte Eigenwertgleichung

(<—> 2>

k—wpu)a=>0 (10.76)

mit reell-symmetrischen Matrizen * und TA) ausschlieRlich reelle Eigenwerte w? ergibt und dass man die Eigenvek-
toren d, ebenfalls reell wihlen kann. Wir konnen die Eigenvektoren geeignet normieren, z.B. durch die Forderung

ay - Gy = 1. (10.77)
7Zu jedem w? existieren offenbar zwei Wurzeln +w,., wobei wir 0.B.d.A. Rew, > 0 setzen. Zu w? erhalten wir also
die Losung ' _

g.(t) = ¢fae™"t + ¢, de” "t (10.78)

T

bzw. in Komponenten
1wy

4ri(t) = ¢ apje™rt + e ap et (10.79)

mit Koeffizienten ¢t € C. Fiir w? < 0 ist w, imaginir und wir finden Losungen, die fiir ¢ — —oc oder t — +o0

divergieren. Solche ungebundenen Losungen sind offensichtlich nicht mit der Annahme kleiner Auslenkungen g;

vereinbar und koénnen damit fiir kleine Schwingungen nicht vorkommen. (Sie treten auf, wenn wir das Potential

V() um einen stationéren Punkt entwickeln, der kein lokales Minimum ist. Dann existieren gewisse Richtungen

im Konfigurationsraum, in denen es ,bergab geht®.) Daher beschrinken wir uns auf reelle Eigenfrequenzen w..
Damit die Losung ¢,;(t) reell ist, wie fiir eine physikalisch sinnvolle Lésung notwendig, muss

e = (¢h)* (10.80)
gelten. Wir koénnen diese Koeflizienten auch durch Betrag und Phase ausdriicken,
= % eFior, (10.81)
Dann ist o
v (t) _ 77“ r (ei(w%t-l-(br) + e—i(wr,~t+¢7~)> = Crarj cos(wrt + ¢r) (]_082)

Jede der S Losungen nennt man eine Normalschwingung (oder Eigenschwingung) des Systems. Die allgemeine
Losung ist dann die Superposition der Normalschwingungen,

s
q; (t) = Z Crarj COS(Wrt + d)r) (10.83)
r=1
mit beliebigen Parametern C., ¢, € R. Das sind 2S5 freie Parameter fiir ein System mit S Freiheitsgraden, also

gerade die richtige Anzahl. Die Parameter kann man z.B. aus den 25 Auslenkungen ¢;(0) und Geschwindigkeiten
4;(0) zur Zeit t = 0 bestimmen.
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Beispiel: Zwei gekoppelte harmonische Oszillatoren.

K m KI m K
= F—= 2

Die identischen Massen m seien durch ideale Federn mit der Federkonstante K an feste Wande und durch eine
ideale Feder mit der Federkonstante K’ aneinander gekoppelt. Die kinetische Energie lautet

1 1
T= im(ﬁ + 5mqg (10.84)
und die potentielle Energie (Federenergie)
1 1 1
V=c-Kgi+ K (@—q)’+ 5K
2 2 2
1 1
= (K + K')gi = K'qiga + 5 (K + K')gj
1
=3 (K +K')qi — K'qiq2 — K'qoqu + (K + K')g3] . (10.85)
Damit sind die Matrizen
< m 0
= (0 m) , (10.86)
o (K+K' —K'
= ( %t K4 K,) (10.87)

und die Eigenwertgleichung lautet

K+ K' — mw? —-K' ar\ _
( K’ K+ K — mw2> (a2 =0. (10.88)

Die charakteristische Gleichung lautet

! _ 2 _ !
det (K + IEK, me K K,Ii mw2> = (K+K' —mw?)? - (K')?=0 (10.89)
= K+ K —mw?=+K' (10.90)

mit den Losungen (Eigenwerten)
, K+K TK

10.91
w — (1091)
Wir nennen die kleinere Eigenfrequenz w; und die groflere ws, also
K
w1 =14/ —, (10.92)
m

!
g = 1) E 2K (10.93)
m

Die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind

G) , (10.94)

(_11> . (10.95)
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Die Normalschwingungen lauten also

@ = \C/% <1) cos(wit + ¢1), (10.96)
= \C/é (_11> cos(wat + ¢2). (10.97)

Offenbar schwingen die beiden Massen bei der ersten Normalschwingung in Phase (a1; = a12) und bei der zweiten
gegenphasig.

_— ——

Normalschwingung 1

S -
Normalschwingung 2
Das macht verstandlich, wieso bei der ersten Normalschwingung die mittlere Feder gar keine Rolle spielt — ihre

Lénge dndert sich {iberhaupt nicht. Ist K’ < K, so sind die beiden Eigenfrequenzen #hnlich. Dann tritt in der
Uberlagerung ¢ = ¢1 + ¢> das aus der Experimentalphysik bekannte Phinomen der Schwebung auf.

10.2.1 Transformation auf Hauptkoordinaten

Es ist plausibel, dass sich die Lagrange-Funktion vereinfacht, wenn man generalisierte Koordinaten verwendet,
die direkt die Normalschwingungen beschreiben. Wir fiihren also neue generalisierte Koordinaten, genannt Haupt-

koordinaten,
Qr=Crcos(wpt+¢), r=1,...,8 (10.98)

ein. Der Zusammenhang mit den alten Koordinaten lautet

G =Y arQr, (10.99)
T
wobei @, die Eigenvektoren aus (? — w%ﬁ) a, = 0 sind. Einsetzen in die Lagrange-Funktion ergibt

1 ..
L=3 > (wijdids — rijai5)
j

1 . .
- 5 Z(MijariQraszs - K’ija/’riQ'r‘aszs)
Jjrs
1 oo
=3 Z Z Ariflijas;QrQs — Z arikijasjQrQs | - (10.100)
s 17 ij
Aufgrund der Eigenwertgleichung gilt jedoch
K, = w?jid,, (10.101)

also ist

L = % Z(Z am’/iijaszrQs — UJ? Z am-,uijaszrQs)
ij 7

T8

= 2 (S arimgon ) (0,00~ 20,01, (10.102)

TS iJ
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Fiir zwei Eigenwerte w?, w? gilt nun

Wi, = W L ay, (10.103)
R, = w2, (10.104)
woraus folgt
a'Ka, = w?al ua,, (10.105)
alKd, = widl i, (10.106)
und, da die Matrizen % und ﬁ symmetrisch sind,
0= CLTFLCLT - aT/{ar = w2a i, — w? ,uar = (w? — wf)@fﬁd’r. (10.107)
Sind w? und w? verschieden, so folgt fiir die zugehdrigen Eigenvektoren
alia, = 0. (10.108)

Sind w? und w? dagegen gleich, obwohl 7 # s ist, sind @, und @, zumindest linear unabhingig. Man kann daher

durch Linearkombination Eigenvektoren finden, die d'ST(ﬁ&’T = 0 erfiillen. Auferdem konnen wir die Eigenvektoren
@, auch so normieren, dass gilt

aa, =1. (10.109)
Insgesamt erhalten wir N
alud, =6y Vs, (10.110)
Damit wird die Lagrange-Funktion
s
1 52 212
L= 5;(@—%@». (10.111)

Sie beschreibt offensichtlich S unabhéngige harmonische Oszillatoren mit Eigenfrequenzen w,. Die Transformation
auf Hauptkoordinater}_) macht <_()flie Losung aber natiirlich nicht einfacher, weil wir zunéchst dieselbe verallgemeinerte
Eigenwertgleichung (k — w? ) @ = 0 lésen miissen wie zuvor.

10.3 Die lineare Kette

Ein besonders wichtiges Beispiel fiir gekoppelte Schwingungen ist die lineare Kette aus S > 1 gleichen Massen m
verbunden durch gleiche Federn mit der Federkonstanten K. Die lineare Kette kann z.B. als einfachstes Modell
flir die Gitterschwingungen in einem Kristall dienen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die Massen nur
entlang der Kette ausgelenkt werden kénnen (longitudinale Schwingungen). Die generalisierten Koordinaten g;
sind die Auslenkungen der Massen gegeniiber ihren Gleichgewichtslagen:
mooge Mmoo m -— q —>
Q1000000 JI129290 JI729290 JINI0293 JNNNNANA JEDUNALE

qj—1 q; qj+1

Die Lagrange-Funktion lautet
L= Z[ ma — L K (01— 0,)?) (10.112)

Fiir lange Ketten erwarten wir, dass die Enden bei j = 1 und j = S das Verhalten ,im Inneren®, weit weg von
den Enden kaum beeinflussen. Wenn wir nur am Verhalten im Inneren interessiert sind, konnen wir die Rechnung
durch Annahme periodischer Randbedingungen vereinfachen. Dazu stellen wir uns die Kette geschlossen vor und
identifizieren die Masse S + 1 mit der Masse 1. Da dies eine Ndherung fiir die gestreckte Kette ist, ist es nicht
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erforderlich, sich Gedanken iiber Effekte der Kriimmung in einer ringférmig geschlossenen Kette zu machen. Die
Idee der periodischen Randbedingungen wird in der Festkorperphysik vielfach eingesetzt.
Die Bewegungsgleichungen lauten

d OL 0L d .
S Goq  oq zj: th mdi;q; + Kbij+1(qj+1 — ;) — Kdij(gj+1 — ;)
=mdg; + K(qi — ¢i—1) — K(qiv1 — ¢i)
mit i =1,...,5, wobei wir gy = ¢s und gst+1 = q1 setzen. Wie kénnen wir die S gekoppelten Bewegungsgleichun-

gen 16sen? An dieser Stelle zahlt sich die Annahme periodischer Randbedingungen aus. Die Kette ist invariant
unter Translation um Vielfache der Gitterkonstanten a. Fiir translationsinvariante Systeme ist eine (diskrete)
Fourier-Transformation oft niitzlich. Wir fiihren daher neue generalisierte Koordinaten Q) ein, die mit den alten
gemaf

= — ’ 10.114
qJ ﬁ;le ( )

zusammenhingen. Der Faktor 1/4/S ist ein konventioneller Normierungsfaktor. Um herauszufinden, iiber welche
Wellenzahlen k wir summieren miissen, betrachten wir die Bedingung

45 = o (10.115)
N % ;Qk oikS _ % %:Qk- (10.116)

Damit dies fiir jede Wahl der @y, gilt, muss

e™ =1 (10.117)

sein, also
kS =2mn, neZ (10.118)
= k= %%7 n € Z. (10.119)

Es kénnen aber nicht alle n € Z auftreten, da das System nur S Freiheitsgrade hat. Es kann also nur S unabhéngige
generalisierte Koordinaten Q; geben. Um zu sehen, welche das sind, untersuchen wir die Riicktransformation

S
1 —ikj 2mn
= — E e k=—. 10.120
Qk? \/g j:1 QJ € b S ( )
Es ist
1 ZS: i i
Qrron = —= ) _aje ™ 2T = Q. (10.121)
——
VS H ~

Q) ist also periodisch mit der Periode 27 (die Fourier-Transformierte einer Funktion einer diskreten Variablen
ist allgemein periodisch). Wir kénnen die Summe iiber k also z.B. auf k €] — 7, 7] einschrénken. Dieses Intervall
heilt 1. Brillouin-Zone der linearen Kette. Dieser Begriff spielt fiir die physikalischen Eigenschaften von raumlich
periodischen Systemen (Gittern) eine zentrale Rolle, also insbesondere in der Festkorperphysik. Damit lauft n

iiber g g g
=—+1,——=+2,...,— 10.122
n=—gtl-g+2.g, ( )
wobei wir S gerade angenommen haben. Das sind genau S verschiedene Werte von n.

Einsetzen in die Bewegungsgleichungen ergibt

% Z [ka eki 4 K (sz ¢ _ Qe _ g, eik(j+1)):|
k
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= % D [mQr+ K (2—e 7 —e*)Qple™ =0 (10.123)
N e’
k =2—-2cosk

fiir alle j. Die Faktoren e**7 sind linear unabhingig, daher miissen die Koeffizienten jeder fiir sich verschwinden,
mQy, + 2K (1 — cosk) Qi = 0. (10.124)

Wir erhalten entkoppelte Gleichungen fiir die @y, die wir somit als Hauptkoordinaten der Kette identifizieren
koénnen, die deren Normalschwingungen beschreiben. Die Losung finden wir wie iiblich durch den Exponentialan-

satz )
Qv =Qe™", (10.125)

woraus folgt
— mw? + 2K (1 — cosk) = 0. (10.126)

w(k)—\/fm_ﬁ\/@_Q\/g

Dies ist die Dispersionsrelation der linearen Kette.

w(k) 2\/;

Die positive Losung ist

sinl;‘ . (10.127)

I I

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| : }
—T 0 2z T

S
-~

1. Brillouin-Zone

Fiir kleine Wellenzahlen |k| ist die Dispersion offenbar linear:

w(k) = \/g |k| =: cs |k (10.128)

Hier ist ¢s die Schallgeschwindigkeit der Kette.
Die Wellenzahl k z&hlt hier die Normalschwingungen ab, entsprechend dem Index r in Abschnitt 10.2. Fir
jedes k existieren wieder zwei Losungen +w. Die Normalschwingungen haben also die Form
g (1) = L QF (1) et e Q- (1) eti = L kit L ik it (10.129)
J \/g k \/g k \/E k \/g k
mit komplexen Konstanten cf und der angegebenen Dispersion w(k). Die allgemeine Losung ist dann die Super-
position der Normalschwingungen,

1 o o
qj (t) = 7= Z <Cz_elkje“"(k)t + C;;(iije_zw(k)t)

_ % <C+keikjeiw(k)t n C;eikjeiw(k)t)
k
_ % 3 <Ctkei<kﬂ'w<k>t> N Cgei(kjmk)t)), (10.130)
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wobei wir zundchst im ersten Term die Summationsvariable von k in —k umbenannt und dann ausgenutzt haben,

dass die Funktion w(k) gerade ist. Damit g; reell ist, muss ¢; = (¢*,)* gelten. Wir schreiben also

+
€~k % etk

= = , 10.131
Vs 2 (0131
C Ch idn
—=—c¢ 10.132
Vs 2 (10432)
mit reellen Cy und ¢i. Damit wird die allgemeine Losung schliefslich
q;(t) = g C, cos(kj — w(k)t + o) (10.133)
k
mit
2mn S S
— —_Z 41 = 10.134
k S ) n 2 —"_ ) ) 27 ( )
K k
= — [sin —|. 10.135
w(k) me st’ ( )

Die Normalschwingungen sind (Schall-) Wellen mit der Wellenzahl & und der Kreisfrequenz w(k). Die spezielle
Losung fiir £ = 0 ist offenbar eine gleichférmige Auslenkung aller Massen, d.h. eine Translation der gesamten
Kette. Da fiir diese Translation keine Riickstellkraft auftritt, ist w(0) = 0.

10.3.1 Ubergang zum Kontinuum

Wir untersuchen noch, wie sich die Beschreibung beim Ubergang von einer Kette aus einzelnen Massenpunkten
zu einer homogenen Saite &ndert. Die Massenpunkte konnen wir auch durch ihren Ort x = ja, j € Z, entlang der
x-Achse abzéhlen. Wir schreiben also jetzt

g(x) =¢; mit z=ja. (10.136)
Wir fiithren auch eine lineare Massendichte m
= 10.137
pi= ( )
und eine mechanische Spannung
o:=Ka (10.138)

ein. Die Lagrange-Funktion der Kette ist dann

L= 33" [peite ~ (ate + a) — g)’]

_ ;;a lpq(x)z ., (‘W)—Q(@ﬂ , (10.139)

a

Der Ubergang zur Saite erfolgt nun durch a — 0, S — 0o mit der Gesamtlinge Sa = const. Dabei wird

o+ a) —gla) | dg
a ox

da— /d:z:, (10.141)

also wird die Lagrange-Funktion zu einem Funktional von ¢(x,t),

Lig,d = %/dm lp <Z‘Z>2 —0 (giﬂ : (10.142)

(10.140)

und
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Zum Begriff des Funktionals siehe Abschnitt 5.6. Man beachte die Symmetrie zwischen rdumlichen und zeitlichen
Ableitungen. Die Symmetrie wird noch deutlicher, wenn man die Wirkung aufschreibt:

S = /dtdw% [p (gf)z o (gi) 1 (10.143)

In der Lagrange-Gleichung treten jetzt Ableitungen nach ¢(z) und ¢(z) auf. Die Ableitung eines Funktionals,
hier L[q, 4], nach einer Funktion ¢(x) ist eine Funktionalableitung §L/dq(x). Es ist plausibel, soll hier aber nicht

gezeigt werden, dass die Regel
9q;

= 0;; 10.144
aqj J ( )
im Kontinuumslimes in 5q(x)
q\z /
=0(x — 10.14
5q(7') (x — ) (10.145)
iibergeht. Damit wird die Lagrange-Gleichung
0= i oL B oL
dt 6g(x)  dq(x)

s 3P () o ()
6q(($x>/dx';l( ) o (M )]

d Oq(x',t) O . .
= /dx p(x' t)6(x — ') / 87 p 5z —2") partielle Integration
_ g 0%q(x )
== dx’ pg(x’,t) §(z — ') / e 5z —a)
d%q 62q
—pod ot (10.146)

Beachte, dass die totale Zeitableitung nicht auf « wirkt; « spielt hier die Rolle des Index j bei der linearen Kette,
es zahlt also einfach die Freiheitsgrade g(z) ab. Mit der Definition ¢, := y/0/p erhalten wir

1 0%¢ 0%
<75 55 =0 10.147
22 0x2 (10.147)
Das ist die Wellengleichung mit der Schallgeschwindigkeit cs. Die Losungen sind bekanntlich

q(x,t) = f(x — cst) + g(z + cst) (10.148)

mit beliebigen, zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f und g. Ein vollstdndiges System linear unabhéngiger
Losungen (Normalschwingungen) wird durch die ebenen Wellen

qr(z,t) = Ay cos(kx — w(k)t + d) (10.149)
gebildet, wobei die Wellenzahl k£ € R nicht beschrankt ist. Die Dispersionsrelation lautet
w(k) = cs|k|. (10.150)

Wir erkennen, dass sich die lineare Kette fiir kleine & und w wie die homogene Saite verhélt. Insbesondere ist die

Dispersionsrelation der Kette fiir kleine k
sin — ‘ \/ | |. (10.151)

%
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Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ist klar. Die Lagrange-Funktion lautet

0\ g, 9
4 ot q q

L1
L(q,q) = §/d37’

und fiihrt auf die Wellengleichung in drei Dimensionen

1 ¢ =
2ap V=0

Abschliefiend sei angemerkt, dass die Wirkung

= fua o () =< (32)]

129

(10.152)

(10.153)

(10.154)

eine Feldtheorie fiir das skalare Feld ¢(x,t) beschreibt. Ein Feld ist eine vom Ort (und i.A. auch von der Zeit) ab-
hingige Grofe. Die Elektrodynamik ist eine Feldtheorie fiir das kompliziertere elektromagnetische (Vektor-)Feld.



130 KAPITEL 10. LINEARE SCHWINGUNGEN



Kapitel 11

Hamilton-Mechanik I

Wir haben in Kapitel 5 den sehr leistungsfihigen Lagrange-Formalismus kennengelernt. Seine Stdrke beruht
v.a. auf der Forminvarianz der Bewegungsgleichungen unter fast beliebigen Transformationen der generalisierten
Koordinaten, § — ¢’. In diesem Kapitel betrachten wir den Hamilton-Formalismus, der, wie die Newton-Mechanik,
zur Lagrange-Mechanik dquivalent ist. Warum machen wir uns also die Miihe? Das hat mehrere Griinde:

1. Der Hamilton-Formalismus ist rechentechnisch vorteilhaft bei zyklischen Koordinaten,

2. er hat eine noch hohere Symmetrie (Invarianz) als die Lagrange-Mechanik und macht die formale Struktur
der mechanischen Gesetze klarer,

3. fiir konservative Systeme mit holonom-skleronomen Zwangsbedingungen ist die Hamilton-Funktion gleich
der Gesamtenergie und somit anschaulicher als die Lagrange-Funktion,

4. ganz allgemein bei nicht explizit zeitabhéngigen Systemen ist die Hamilton-Funktion eine Erhaltungsgrofe,
was fiir die Lagrange-Funktion nicht gilt,

5. der Hamilton-Formalismus eignet sich besser zum Ubergang zur Quantenmechanik und zur statistischen
Physik (die Lagrange-Mechanik eignet sich dagegen besser zum Ubergang zur relativistischen Physik und
zur Feldtheorie).

In der Lagrange-Mechanik sind die generalisierten Koordinaten ¢ = (q1,¢a,...,qs) die grundlegenden Grofen.
Alle zugelassenen Werte von ¢ bilden den Konfigurationsraum. Mogliche Losungen ¢(t) der Bewegungsgleichungen
heifsen Konfigurationsbahnen. Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe der Lagrange-Funktion L aufgestellt,
die von den Koordinaten ¢, den zugehétrigen Geschwindigkeiten ¢ und der Zeit ¢t abhéngt:

L = L(7,q,1). (11.1)

In der Hamilton-Mechanik verwendet man anstelle der generalisierten Geschwindigkeiten ¢; die konjugierten
Impulse

oL

oq;’
als Variable. Der von den zugelassenen Werten von ¢ und p gebildete 2S-dimensionale Raum heifst Phasenraum —
wir kommen darauf zuriick. Zunéchst suchen wir aber eine Funktion der Variablen ¢, p; t, die dieselbe Information
wie L(q,q,t) enthélt. D.h. es muss eine umkehrbare Abbildung zwischen L und der gesuchten Funktion existieren.
Dies wird durch eine sogenannte Legendre-Transformation bewerkstelligt, die wir zunéchst einfiihren.

p=(p1,-..,ps), pi= (11.2)

11.1 Die Legendre-Transformation
Wir diskutieren in diesem Abschnitt die mathematische Methode der Legendre-Transformation zunéchst allgemein

fiir Funktionen zweier Variabler. Die Methode ist iibrigens nicht nur in der Mechanik wichtig, sondern z.B. auch
in der Thermodynamik.

131
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Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion

[xye f(z,y). (11.3)
Ihr totales Differential ist
df—a—fdx—ka—fd =:udr+vd (11.4)
- Oz Ay v= v '

Wir suchen nun eine bijektive Abbildung der Funktion f auf eine Funktion g, so dass g von den Variablen
u = 0f /0x und y abhéngt. Dafiir gibt es natiirlich beliebig viele Moglichkeiten. Wir mochten zusétzlich erreichen,
dass die Abhédngigkeit der Funktion g von u und y ,moglichst einfach® ist. Genauer wollen wir g so wahlen, dass
wir die Ableitungen dg/du und dg/dy schon kennen.
Wir zeigen, dass
f=g=ur—f (11.5)

eine solche Abbildung darstellt, sofern u = wu(z,y) fiir alle y nach x auflésbar ist. In der mathematischen Literatur
wird die Legendre-Transformation oft als g := f — ux definiert.
Dazu bilden wir das totale Differential

dg = d(ux) — df = duz +24dT —udT — vdy = x du — v dy. (11.6)

Dieser Ausdruck legt nahe, g als Funktion von w und y zu schreiben. Man sagt, v und y sind die natirlichen
Variablen von g. g ist aber zunéchst als Funktion von z, y gegeben:

g:wx*f@,y)- (1L.7)
Damit wir g als Funktion von u, y schreiben kénnen, muss die Abbildung
of
= 11.8
Tu= o (11.8)

fiir jedes (feste) y umkehrbar sein, denn dann kénnen wir  eindeutig durch w, y ausdriicken. Das hatten wir aber
vorausgesetzt. Damit existiert zu jeder Funktion f(z,y) eine Funktion g(u,y).
Aus g = g(u,y) erhalten wir sofort

_ 9 99 1 L
dgfadqua—ydyfxdu vdy (11.9)
und damit 5 9 of
g g
_ — = 9 11.1
5y L und By v 9y (11.10)

Die Ableitungen sind also, wie gewiinscht, ohne weitere Rechnung bekannt.
Die Abbildung f + ¢ ist auch umkehrbar, denn es gilt einfach

f=zu—g (11.11)

und u = u(x,y) existiert nach Voraussetzung. Damit ist gezeigt, dass die Abbildung f — g die gewiinschten
Eigenschaften hat.

Die Variable y spielt hier nur die Rolle eines ,,Beobachters”. Die Legendre-Transformation funktioniert analog,
wenn f mehr als eine weitere unabhéngige Variable hat oder auch keine.

11.2 Hamilton-Funktion und kanonische Gleichungen

Wir wenden die Legendre-Transformation nun fiir alle Geschwindigkeiten ¢; auf die Lagrange-Funktion an. Wir
flihren also die Abbildung
. ST
L(q,q,t) — — ¢ — L 11.12
(@ q:t) E_; 70 ¢ (11.12)
=11t

=Pi
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aus. Die rechte Seite ist gerade die aus Abschnitt 5.9 bekannte Hamilton-Funktion
H(Z,p,t) =Y pidi — L(§,4,1) = 7+ §— L(G,4,1). (11.13)

Es ist wichtig, die Hamilton-Funktion durch die kanonischen Variablen @, p auszudriicken. Im Hamilton-Forma-
lismus darf in H keine Geschwindigkeit mehr auftreten; alle Geschwindigkeiten miissen durch g;, p;, t ausgedriickt
werden.

Beispiele: 1. Harmonischer Oszillator. Aus

1 1
L:TfV:iqufﬁKqQ (11.14)
erhalten wir oL
. . p
_ oL _ ~ a=Pr 11.15
P= g =M q=— (11.15)
und (¢ durch p ausdriicken!)
2 2 2
. p p 1 2 _ D 1 2
H=pj—L=——-—-—+-Kq¢=—+ - Kq". 11.1
P m o2m 20 Tam T2 (11.16)

Fiir dieses System hétten wir dies natiirlich wegen H = E' =T + V sofort hinschreiben kénnen.
2. Ein wichtiger Fall ist das geladene Teilchen in einem beliebigen elektromagnetischen Feld, fiir das die
verallgemeinerte Lagrange-Funktion lautet

L:T—U:%?Mq?ﬁ—w. (11.17)
Es folgt fiir den generalisierten (kanonischen) Impuls, in kartesischen Koordinaten,

P=—= =mi+qA. (11.18)

Diese ist offensichtlich verschieden vom kinetischen Impuls m?, der im zweiten Newtonschen Axiom auftritt. Es
folgt 7= (p'— ¢A)/m und damit

" N2 o
: 5 — qA 5 — qA F—qA -
H=p7f-L=p-2"4 m(”) P Ak
m 2 m m
1 .
= _— (p— qA)? . 11.19
5 (P —aA)" +ad (11.19)

Dies sieht so aus, als héitten wir den Impuls um —q/f verschoben. Diese Form der Kopplung an das Vektorpotential,
genannt minimale Kopplung, ist wichtig in praktisch allen Zweigen der Physik.
Als néchstes wollen wir die Bewegungsgleichungen herleiten. Das totale Differential von H ist

dH = dp; g+ _pidgi —dL

. . oL OL - OL
;(Qidpﬂrﬂf@? 90 dg; — - qi *adt
OL . oL
— ; (8% dqi + q; dpz> — E dt. (1120)

Andererseits gilt wegen H = H(q, p,t),

OH OH O0H
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Der Vergleich ergibt mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen
OH oL d OL

a—qi:—ﬁ—qi =—£a—qi = —pi, (11.22)
gZ = gi, (11.23)
(‘987];] = *%- (11.24)
Die ersten beiden Gleichungen bilden die kanonischen oder Hamiltonschen Gleichungen
¢4 = ZZ, (11.25)
pi = —?)Z. (11.26)

Dies sind 25 Differentialgleichungen erster Ordnung, die zu den S Lagrangeschen (Differential-) Gleichungen zwei-
ter Ordnung &quivalent sind. Fiir 25 Gleichungen erster Ordnung bendtigen wir i.A. 25 Anfangsbedingungen,
um die Losung eindeutig festzulegen. Geeignet sind z.B. die Koordinaten und Impulse zu einer festen Anfangs-
zeit, q(tg), p(to). Wir sehen, dass die Bewegungsgleichungen im Hamilton-Formalismus eine sehr einfache Form
annehmen.

Die Gleichung 0H/0t = —0L/0t ist ebenfalls bemerkenswert. Wir wissen aus Abschnitt 5.9, dass aus der

Homogenitéat in der Zeit ganz allgemein
oL  dH

o 11.27
ot dt ( )
folgt. Daraus folgt jetzt
dH OH
ad . 11.2
dt ot’ (11.28)

flir H sind totale und partielle Zeitableitung identisch. Das heifst, dass die Hamilton-Funktion hdchstens explizit
von der Zeit abhdngen kann. Die implizite Zeitabhéngigkeit tiber ¢(t) und p(t) muss sich herausheben. Insbesondere
folgt: Genau dann, wenn H nicht explizit von der Zeit abhéngt, ist H eine Erhaltungsgrofie:

OH dH
E =0 = E =0 = H = const. (1129)

Die Umkehrung der Legendre-Transformation ist ebenfalls eine Legendre-Transformation:

L= Zpiqi — H. (11.30)
Mit ¢; aus der kanonischen Gleichung (11.25) eingesetzt, erhalten wir
OH
L=S"p _m, 11.31
zi:p 9, (11.31)

was dieselbe Form hat wie die Transformation von L auf H.
Beispiel: Harmonischer Oszillator. Wir hatten schon

p’ 1 2
H="—+-K 11.32
o T 5 K4 (11.32)
hergeleitet. Die kanonischen Gleichungen lauten nun
OH p
7 = - = — 11.33
=5 =m (11.33)
OH

y= 2~ — _Kq. 11.34
P 94 q (11.34)
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Ableiten der ersten Gleichung nach der Zeit und einsetzen der zweiten ergibt
§=—=——q (11.35)
Wir finden natiirlich dieselbe Bewegungsgleichung wir im Newton- oder Lagrange-Formalismus.

11.2.1 Forminvarianz unter Punkttransformationen

Wir hatten in Abschnitt 5.4 gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen unter bijektiven, differenzierbaren Punkt-
transformationen ¢ — ¢’(q,t) invariant sind, wobei sich die Lagrange-Funktion einfach geméaf

L@, q' ) = L@q',1),dd,q',t), 1) (11.36)
transformiert. Wie transformiert sich dabei die Hamilton-Funktion? Mit

oL

i = =—, 11.37
Pi =5 ( )

ergibt sich

6L’ OL o1 OL 9y dq;
Y, i) =N "p, 2l 11.38
Z 90 90 94, 0d] ) ;pj aq, (11.38)
und damit

szqz ij gqj, g —L' =Y pjgi—L (11.39)
j

oder ausfiihrlicher
ﬂ/ ﬂ/ ij 7p (§/7ﬁ/at) - L((T((j t) i(dd @l7t)at)' (1140)

Also erhalten wir H’ aus H ebenfalls einfach durch Einsetzen der neuen Koordinaten und der dazugehdrigen
Impulse. Fiir die neuen Variablen folgt ganz analog zur obigen Herleitung

OH' OH' OH' oL’
o= ./, = —— _— = =
q; = 8;0; Dy od o 5 (11.41)

J

Wir werden aber spéter sehen, dass die kanonischen Gleichungen noch unter einer sehr viel groferen Klasse von
Transformationen invariant sind.

11.3 Der Phasenraum

Wir hatten bereits erwidhnt, dass die kanonischen Variablen ¢, p" des Hamilton-Formalismus den Phasenraum
aufspannen. Der Phasenraum ist also ein 2S5-dimensionaler Raum von Vektoren

= (qﬁ) (Q17--~7QS7P17~-~apS)- (1142)

Der Phasenraumvektor 7 enthélt die vollstindige Information tiber das mechanische System. (Er enthélt damit
natiirlich die mazimale Information. In der Mechanik hat die Unterscheidung zwischen vollstdndiger und ma-
ximaler Information kaum Sinn, aber in der Quantentheorie werden wir sehen, dass die maximale Information
unvollstandig sein kann.) 7 ist auch die minimale Angabe, die das System eindeutig charakterisiert — wir kénnen
keine Komponente g; oder p; weglassen, ohne Information zu verlieren. Daher bezeichnet man 7 auch als Zustand
des Systems.

Als Funktion der Zeit ¢ bewegt sich der Punkt 7© im Phasenraum und beschriebt dabei eine Kurve, die
Phasenraumbahn oder Phasenbahn. Die Kurve als geometrische Form beschreibt die Zeitentwicklung noch nicht
eindeutig. Es fehlt ndmlich die Information, zu welchem Zeitpunkt welcher Zustand 7 angenommen wird. Der



136 KAPITEL 11. HAMILTON-MECHANIK I

Zustand des Systems fiir beliebige Zeiten ist eindeutig durch die Funktion 7(t) charakterisiert. Alternativ fiihrt
man manchmal den Zustandsraum mit den Koordinaten

(QIu"'vqsvplw"vaat) (1143)

ein. Er hat offensichtlich 25 + 1 Dimensionen. Eine Kurve im Zustandsraum beschreibt das System eindeutig fiir
alle Zeiten.
Wir betrachten als Beispiel wieder den harmonischen Oszillator. Es ist

1 2 K 2 _ _ _
%p +?q = H = F = const (11.44)
2 2
P q
~1. 11.45
= omE T 2E/K (1L45)

Dies ist eine Ellipsengleichung. Die Phasenraumbahnen sind daher Ellipsen mit den Halbachsen /2E/K in ¢-
Richtung und v2mFE in p-Richtung. (Es hat keinen Sinn, {iber grofie oder kleine Halbachsen zu sprechen, da ¢
und p verschiedene Einheiten haben.)

RN
Nz

Da ¢ = p/m und m > 0 gilt, nimmt ¢ fiir positive p zu und fiir negative p ab. Der Zustand 7 = (g, p) bewegt sich
also im Uhrzeigersinn auf der Phasenbahn. Der harmonische Oszillator hat aufierdem die besondere Eigenschaft,

dass die Schwingungsperiode
2w 2 m
T=22" = o, — 11.46
rialy: itllh (11.46)

von der Energie unabhéngig ist. Damit werden alle Phasenraumbahnen in der gleichen Zeit durchlaufen.
Die Bahnen im Zustandsraum erfiillen

q = Acos(wt + ¢), (11.47)
p=mq = —mwA sin(wt + ¢) (11.48)

mit beliebigen A und ¢. Die Bahnen sind daher elliptische Linksschrauben (links wegen des Minuszeichens in p)
mit Halbachsen entlang p und ¢ im Verhéltnis mw.
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Ein interessanteres Beispiel ist das Fadenpendel (auch als mathematisches Pendel bezeichnet) mit der Masse m
und der Lénge [. Die Lagrange-Funktion lautet

1 .
L= 3 mi%¢* + mgl cos ¢ (11.49)
oL :
Po =57 = mi*¢ (11.50)
2 2 2
_ Py Py _ Py
= H=psp—-L= R mgl cos ¢ = S ]2 mgl cos ¢. (11.51)

Da E = H = const ist, sind die Phasenraumbahnen durch die Gleichung

2
2p¢l2 —mglcos ¢ = FE = const (11.52)
m

= pp=EV2ml\/E+mglcos¢ (11.53)

charakterisiert. Die Bahnen lassen sich leicht zeichnen (es ist fiir die Diskussion vorteilhaft, alle Winkel ¢ € R
zuzulassen, aber Winkel, die sich um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden, beschreiben natiirlich denselben
Zustand):

D¢

()
)

Der Phasenraum des Fadenpendels enthélt offenbar mehrere ausgezeichnete Punkte und Kurven. Diese sind von
generellem Interesse und wir filhren die entsprechenden Begriffe anhand dieses Beispiels ein.

e Ein Fizpunkt ist ein Punkt im Phasenraum (ein Zustand), der sich zeitlich nicht &ndert: # = (¢,p) = 0.
Wegen ¢; = 0H/0p;, p; = —0H/Jq; gilt an einem Fixpunkt

OH oH
= - = Vi 11.54
aqz 07 apL 0 Z, ( )

was wir auch in der Form

o _ (11.55)
orn

schreiben kénnen. Ein Fixpunkt ist also ein stationédrer Punkt von H (7). Fixpunkte treten hier bei (¢, ps) =
(0,0), (m,0), (27,0),... auf.

e Bei einem elliptischen Fizpunkt fiihrt eine kleine Stérung dazu, dass das System auf einer engen Bahn um
den Fixpunkt umlduft. Hier sind (0,0), (27, 0), .. .elliptisch. Das Pendel ruht im stabilen Gleichgewicht bei
¢ = 0 (aquivalent zu ¢ = 27 usw.).

e Bei einem hyperbolischen Fizpunkt fihrt eine kleine Stérung dazu, dass das System (weiter als nur infi-
nitesimal) vom Fixpunkt fortlauft. Hier sind (,0), (3w,0), ...hyperbolisch. Das Pendel ruht im labilen
Gleichgewicht bei ¢ = 7.
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e Eine Phasenbahn, die direkt auf einen hyperbolischen Fixpunkt zulduft oder die direkt von ihm fortlauft,
heifit Separatriz (Plural: Separatrizen). Bei elliptischen Fixpunkten treten keine Separatrizen auf. Eine Se-
paratrix trennt Phasenbahnen, die spéter in unterschiedliche Richtungen auseinander laufen, ndmlich sobald
der Zustand in die Ndhe des hyperbolischen Fixpunktes kommt. Sie trennt oft Bereiche mit qualitativ unter-
schiedlichem Verhalten, im Beispiel Schwingungen um die Gleichgewichtslage im Inneren der augenférmigen
Bereiche von Rotationen in einer Richtung aufserhalb dieser Bereiche. Die Separatrix ist in der Skizze fett
gezeichnet.

11.4 Zyklische Koordinaten

Eine Koordinate g; ist geméf Abschnitt 5.7 zyklisch, wenn sie nicht in L vorkommt. Dann folgt

oL d oL

90 0 Dj = @ 9 0 = p;=const=:c;. (11.56)
Nach den kanonischen Gleichungen ist dann aber auch
OH
= = _p; =0, 11.57
8(]]' J ( )

also kommt ¢; auch in H nicht vor. Fiir zyklische Koordinaten ist der Hamilton-Formalismus besonders niitzlich:
H hingt im Prinzip von ¢; und p; ab, aber fiir zyklisches ¢; fillt ¢; heraus und p; = c; ist gar keine dynamische
Variable, sondern eine Konstante, die wir i.A. aus den Anfangsbedingungen bestimmen — der Impuls p; behélt
fiir alle Zeiten den Wert, den er am Anfang hatte. Damit kdnnen wir schreiben

H=H(q1, -1q-1,qj+1,---;P1s- s Pj—1,Pj+1,-- -3 1), (11.58)

c; ist hier ein Parameter &hnlich zu Massen, Ladungen usw. Wir haben also die Anzahl der Variablen um 2
reduziert. Der Freiheitsgrad beschrieben durch (g;,p;) ist vollstéandig aus den Gleichungen herausgefallen. Im
Lagrange-Formalismus funktioniert das nicht, weil fiir zyklisches g; zwar der Impuls p; konstant ist, aber i.A.
nicht die Geschwindigkeit ¢;, die in der Lagrange-Funktion auftritt.

Beispiel: Dreidimensionales Pendel.

Die kinetische und potentielle Energie lauten

T = %(1292 +125in% 0 $2), (11.59)
V = —mgl cos¥, (11.60)
also ist die Lagrange-Funktion
L= % (126% + 1% sin® 0 ¢) + mgl cos . (11.61)
Es folgt
oL Do
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und
= — = ”LZQ .[ 2 9 (Z.) = (Z’) = 74), 11.63
p¢ (9(2) . ml2 Sin2 6 ( )

Damit lautet die Hamilton-Funktion

H:p09.+p¢§l.5_L

2 2 2 2
Py Py Py Py
— — — — mgl cos 6
w2 " msin20  2ml2 omPsmig Y
2 p2
— P ¢ — mgl cos 0. (11.64)

2mi2  2mi2sin? 0

Es ist entscheidend, dass H hier durch die Impulse pg und py ausgedriickt wurde. Wir erkennen, dass ¢ zyklisch ist.
Also ist py = L, erhalten und wird aus den Anfangsbedingungen bestimmt. Wir miissen nur noch die Variablen
# und py beachten. Die Hamilton-Funktion des effektiven Systems mit einem Freiheitsgrad lautet

2

P L
H = z — l 0. 11.65
2ml? + 2mi2 sin’ 6 gL ees ( )

Die daraus resultierenden kanonischen Gleichungen sind

. O0H Po
g 98 _ o 11.66
Ope  mil?’ ( )
OH L? cos®
.o od L — malsin 6. 11.67
Po 90 miZ s’ 8 mgte s ( )
Es folgt
. 2
bo _ L: cosb 9 Gp (11.68)

T2 T m2t sin®e 1
Diese Gleichung fiir 0(¢) konnten wir nun 16sen, vermutlich numerisch. Man beachte, dass sich fiir L, = 0 die
bekannte Bewegungsgleichung fiir das ebene Pendel ergibt.

11.5 Das modifizierte Hamiltonsche Prinzip

Die kanonischen Gleichungen kénnen wir auch direkt aus einem Integralprinzip gewinnen, analog zur Herleitung
der Lagrange-Gleichungen 2. Art aus dem Hamiltonschen Prinzip. Dieses lautet

B ’ dt L(q(t), q(t),t) = 0, (11.69)

ty

wobei die Koordinaten bei der Anfangs- und Endzeit festgehalten werden,
0q(t1) =0, 6q(ta) =0. (11.70)

Wir zeigen, dass die kanonischen Gleichungen aus dem modifizierten Hamiltonschen Prinzip

to
o[ dt [ijdj —H(q",ﬁ,t)l =0 (11.71)
J

t1

folgen, wobei q1, ..., qs, p1, ..., ps als unabhéngige Funktionen von ¢ anzusehen sind und weiterhin die Koordi-
naten ¢ bei der Anfangs- und Endzeit festgehalten werden, also Gl. (11.70) gilt. In Analogie zum Hamiltonschen
Prinzip der Lagrange-Mechanik ist naheliegend, die Impulse zu den Zeiten ¢; und t2 nicht auch festzuhalten. Wir
hatten ja die Geschwindigkeiten ¢(¢1) und §(t2) nicht festgehalten. Aufierdem wissen wir, dass die Vorgabe von
4S5 Koordinaten und Impulsen zu zwei Zeiten die Losung iiberbestimmt. Wir kommen gleich darauf zuriick.
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Die Behauptung scheint plausibel, wir haben ja einfach die Lagrange-Funktion durch die Hamilton-Funktion
ausgedriickt. Aber das ist kein Beweis, da die modifizierte Wirkung

to
S(g.pl = dt lZPij’ - H(@ﬁt)] (11.72)
t 7

als Funktional von anderen Argumenten (Funktionen) abhéingt als die urspriingliche Wirkung S, ndmlich von ¢(t)
und p(t) anstatt nur von ¢(t).
Die Herleitung der kanonischen Gleichungen ist aber einfach:

to
0=0 [ dt |Y pjdj— H(GPt)

ty i

e . . oH OH

t ;
und, mittels partieller Integration unter Beachtung von dg;(t1) = dg;(t2) = 0,
& , , oH oH
= / dty {qj 0p; = B; 045 — 35— 005 — 519]} : (11.74)
t1 j q; D
Da die d¢; und dp; alle unabhéngig voneinander sind, folgt fiir die Koeffizienten

0H

4j = 7> 11.75
oH
h; = ———. 11.

Das sind die kanonischen Gleichungen. Somit haben wir gezeigt, dass aus dem modifizierten Hamiltonschen Prinzip
in Gl. (11.71) als Euler-Lagrange-Gleichungen die kanonischen Gleichungen folgen.

Wir kommen zuriick zur Frage, welche Variablen zu den Zeiten ¢; und t¢5 festgehalten werden sollen. Ich
danke F. Kuypers fiir hilfreiche Diskussionen in diesem Zusammenhang. Bei der Herleitung der kanonischen
Gleichungen aus dem modifizierten Hamiltonschen Prinzip haben wir nur verwendet, dass die Variationen der
Koordinaten verschwinden: dg;(t1) = dg;(t2) = 0, nicht auch die Variationen der Impulse. Das wirkt im Rahmen
der Hamilton-Mechanik aber unnatiirlich, die Koordinaten und Impulse sind ja unabhéingige Variablen. Bei der
obigen Herleitung der kanonischen Gleichungen haben wir auch verwendet, dass die Variationen dg; und dp; alle
linear unabhéngig sind. Im folgenden Kapitel werden wir sehen, dass die Unterscheidung zwischen Koordinaten
gj und Impulsen p; in der Hamilton-Mechanik willkiirlich ist.

Es entspricht daher eher dem Geist der Hamilton-Mechanik, auch die Variationen der Impulse zu den Zeiten
t1 und to auf Null zu setzen,

0p(t1) =0, &plte) = 0. (11.77)

Ist dies widerspruchsfrei moglich und was folgt gef. daraus? Nehmen wir an, dass wir die Zustande 7 = (¢, p) im 2.5-
dimensionalen Phasenraum zu den Zeiten t; und ¢ festhalten. Damit ist gemeint, dass alle Variationen zu diesen
Zeiten verschwinden. Das modifizierte Hamiltonsche Prinzip sagt, dass die wahre Phasenraumbahn von 7(¢1)
nach 7(t2) die Wirkung extremal macht. Die Herleitung der kanonischen Gleichungen geht unveréndert durch;
darin wurden die Werte von dp; (1) und dp; (t2) gar nicht verwendet. Wir erhalten also 25 Differentialgleichungen
erster Ordnung, deren Losung durch die Angabe von 2S5 unabhéngigen Parametern eindeutig bestimmt ist. Die
Phasenraumpunkte 7(¢1) und 7 (¢2) enthalten 45 Parameter. Wir folgern also, dass fiir fast alle Phasenraumpunkte
7(t1) und 7(t2) gar keine mogliche Bahn existiert, die sie verbindet. Mogliche Bahnen existieren nur fiir einen
2S-dimensionalen Unterraum des 45-dimensionalen Raumes der 7(¢;) und 7(¢2). Beachte, dass wir diese Aussage
bei dieser Betrachtungsweise aus dem Hamiltonschen Prinzip gefolgert haben. In der fritheren Betrachtung, bei
der nur die Koordinaten festgehalten wurden, haben wir sie hineingesteckt.
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Zusammengefasst konnen wir das Hamiltonsche Prinzip in der Form

5[2 dt [ijqj H(q*,;ﬁ,t)] =0 (11.78)

! J
mit
0q(t1) =0, 6q(t2) =0, 6p(t1) =0, 0p(ta) =0 (11.79)
an den Anfang stellen und daraus die Bewegungsgleichungen folgern. Es entspricht dem Wesen der Hamilton-
Mechanik, die Koordinaten und Impulse analog zu behandeln.
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Kapitel 12

Hamilton-Mechanik 11

Nachdem wir die Grundlagen des Hamilton-Formalismus besprochen haben, wollen wir ihn nun verwenden, um
mehr iiber die Struktur der Theorie der klassischen Mechanik zu lernen. Zunéchst werden wir eine alternative
Formulierung der kanonischen Gleichungen kennenlernen. Damit kénnen wir die Symmetrieeigenschaften dieser
Gleichungen anschlieffend kompakter formulieren.

12.1 Die Poisson-Klammern

Wir hatten schon gesehen, dass der Phasenraumvektor 7 = (¢,p) den Zustand eines mechanischen Systems
vollstandig beschreibt. Daher ldsst sich jede mogliche Messgrifie (Observable) als Funktion von 7 und evtl. der
Zeit schreiben. Eine solche Funktion nennt man auch Phasenfunktion.

Sei f = f(q,p,t) eine beliebige, hinreichend oft differenzierbare Phasenfunktion. Dann ist ihre totale Zeitab-

( q] J) Et ( 1‘7 1] ]‘7 2‘7 . ( . )

Der Summenausdruck hat eine bemerkenswerte Symmetrle. Wir definieren die Poisson-Klammer zweier Funktio-
nen f und g durch

of 0Og df 0Og

S
{f?g} = {ﬁg}@ﬁ = ; (aqj aip] - 67]?] aqj) . (122)

Die Bewegungsgleichung (12.1) wird damit

L 3f
dt

Damit kénnen wir nun die Bewegungsgleichung fiir beliebige Grofen aufstellen, nicht nur fiir die kanonischen

Variablen ¢, p. Insbesondere ergibt sich ein einfaches Kriterium fiir Erhaltungsgréfien: Eine nicht explizit von der

Zeit abhingige Phasenfunktion f ist genau dann eine Erhaltungsgrofie, wenn

H} + o (12.3)

{f,H}=0 (12.4)
gilt.
Speziell lauten die kanonischen Gleichungen nun
pj =A{p;, H}. (12.6)
Aufserdem ergibt sich
dH 0OH O0OH

g~ AT e = (127)

143
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wie wir schon wissen. Weiter ergibt die Definition (12.2) sofort die fundamentalen Poisson-Klammern

{ai,q;} =0, (12.8)
{pi,pj} =0, (12.9)
{gi,p} = dij- (12.10)

Nun wissen wir bereits, dass wir die Koordinaten ¢ fast beliebig transformieren kénnen. Der Nutzen der Poisson-
Klammern wird durch folgendes Theorem untermauert: Sei (¢, p) ein Satz kanonischer Variabler, d.h. generali-
sierter Koordinaten und zugehoriger Impulse, und sei (@, ﬁ) ein anderer Satz kanonischer Variabler. Dann gilt
flir zwei beliebige Phasenfunktionen f, g

{f.9Yar =11 9}55 (12.11)

Die Poisson-Klammern sind also unabhéngig von der Wahl der generalisierten Koordinaten. Damit kénnen wir
auf die Angabe der jeweiligen kanonischen Variablen, ¢, p'oder @, P, verzichten.
Beweis:

adar=Y (S22 - L8

aq]‘ 8pj 8}7]‘ 6%‘

Ly {( 0, o oy (00 s oo oY (01 00c of on)
0Qx 0q; 0P 0q; 0Q, Op;  OF; Op, 0Qy Op;  OP Op;

dg Qi  0g 0P
: (aczlaqj*apl aq])}
_Z{ of 0Og (an 0Q;  0Qy 3Ql>+ of 39<3Qk 0P, 0Qy 3Pz>

£ \0Qk 0Qi \ 0q; p;  Op; d4;)  0Qu 0P \ D4 Op;  Op; D

87f ﬁ (6Pk Q) OP, an) af ag (8Pk oP, OP, 83)}

P, 8Q; \ dq; dp; dp; dq; )  OP OP,

of 0 of 0
=Z[ T Qu Qs+ 30 5 (Qu Plas

O0gq; Op;  Op; Og;j

0Qr 0Q Q) 0P,

of g of 9g

+ ap; ag, e Qlirt 55 gp

S 900 {Pk,Pl}qp] . (12.12)

Die hier benétigten Poisson-Klammern werden wir im néchsten Abschnitt berechnen:

{Qk, Qi}g5 =0, (12.13)
{Pe,P}qp =0, (12.14)
{Qx, Pz}q,p Okt (12.15)

Einsetzen in Gl. (12.12) ergibt

_ af 9y 9f 99 s | _
{f,g}q,ﬁ—%;[mwékz oD, aQ ={f.9}5.5 (12.16)

was zu zeigen war.
Wir stellen einige wichtige Identitdten zusammen, die leicht zu beweisen sind: Fiir alle Phasenfunktionen gilt

{£,1}=0, (
{f,9} =g 1}, (12.18

{f+g.h} ={f,h}+{g,h}, (

{fg9.h} = fg.h} + {f. h}tg (
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und die Jacobi-Identitét
g hy +{{g. ) £} + {{h. f}. g} = 0. (12.21)

Unter Anwendung von Gl. (12.18) ergeben sich entsprechende Identitéten fiir das zweite Argument der Possion-
Klammer:

{frg+hy={f9} +{f h}, (12.22)
{f,gh} = g{f. b} +{f, g}th, (12.23)
{£:{g,h}} +A{g.{h, F}} +{h.{f . 9}} = 0. (12.24)

In Verbindung mit den fundamentalen Poisson-Klammern (12.8)—(12.10), lassen sich damit die meisten Poisson-
Klammern algebraisch ausrechnen, ohne die darin vorkommenden Ableitungen nach g;, p; explizit ausfiithren zu
miissen.

Formal dhnliche Beziehungen gelten in der Quantenmechanik fiir den Kommutator

[A,B] := AB - BA (12.25)

flir Operatoren A und B. In der Tat lassen sich die Poisson-Klammern als klassischer Grenzfall aus den quanten-
mechanischen Kommutatoren herleiten.
Auferdem gelten die Produktregeln fiir Ableitungen:

2{f,g}= {%79}+{f,g‘i}, (12.26)
{f7g} = {df } + {f, fg} : (12.27)

12.1.1 Poissonscher Satz

Eine niitzliche Eigenschaft der Poisson-Klammern wird durch den Poissonschen Satz ausgedriickt: Sind f und g
Erhaltungsgrofien, so ist es auch {f, g}.
Beweis: Fiir Erhaltungsgrofen ist

df of

0= i {f,H} + = 5t (12.28)
dg dg

0=— ={gH}+ 5. (12.29)

Mithilfe der Jacobi-Identitat folgt
d 8
of

o 11).1y - (1 + { o} + {152}

:%—MJFN j% (12.30)

was zu zeigen war. Dies filihrt aber nicht immer zu einer neuen und interessanten Erhaltungsgrofie.
Beispiel: Fiir ein Teilchen gilt

D
c*b

{szLy} = {ypz - Zpy»sz - xpz}
= {Ypz, 202} — {ypz, xp2} — {2py, 202} + {2py, 2D2 }
=yz{pz, pa} + 2{y, patp. + ... (12.31)

Hier sind aber nur solche Terme von Null verschieden, die die fundamentalen Klammern {r;,p;} oder {p;,7;}
enthalten:

{anLy} = y{pm Z}pw -0-0+ x{Z,pz}py = —Yps + TPy = Lz- (1232)
Sind also die z- und y-Komponente des Drehimpulses grhalten, so muss dies auch fiir die z-Komponente gelten.
Allgemeiner kénnen nicht nur zwei Komponenten von L erhalten sein.
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12.2 Kanonische Transformationen

Wir haben gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen und auch die kanonischen Gleichungen forminvariant unter
Punkttransformationen sind. Es wurde erwéhnt, dass die kanonischen Gleichungen sogar unter einer viel grofteren
Klasse von Transformationen invariant sind. Diese wollen wir nun untersuchen.

Unter einer Phasentransformation verstehen wir eine fiir alle (relevanten) Zeiten ¢ bijektive, differenzierbare
Abbildung

(¢.7) = (Q@,7.1), P(3.7.1)), (12:33)
d.h. eine Punkttransformation im Phasenraum.
Eine Phasentransformation (g,p) — (@, P) heifit kanonisch im weiteren Sinne, wenn zu jeder Hamilton-
Funktion H(q,p,t) eine Hamilton-Funktion H(Q, P, t) existiert, so dass fir j =1,...,5 gilt
oH . oOH

Q=7pn: b= 50, (12.34)

In Worten, eine Phasentransformation ist kanonisch im weitere Sinne, wenn zu jedem H ein H existiert, so dass
Cj, P mit H ebenfalls kanonische Gleichungen erfiillen. Die kanonischen Gleichungen sind dann also forminvariant
unter der Transformation ¢ +— Q, D= ﬁ, H — H. Das Wort ,,jeder in der Definition ist wichtig, es bedeutet,
dass Kanonizitéit (im weiteren Sinne) eine Eigenschaft der Phasentransformation (7,5) — (@, P) ist und nicht
des speziellen, durch H beschriebenen Systems.

Beispiel: Die Vertauschung der Koordinaten und Impulse,

Q=p P=gq (12.35)

ist kanonisch im weiteren Sinne, denn die kanonischen Gleichungen lauten

0H OH
G = . pi=—— 12.36
J ap] J aqj ( )
. 0H . OH
P =_— j= = 12.37
=55 %=—5p (12.37)
Diese Gleichungen nehmen wieder die Form der kanonischen Gleichungen an, wenn wir H = —H wihlen.

Wie kénnen wir priifen, ob eine Transformation kanonisch im weiteren Sinne ist? Ein Antwort ergibt sich aus
dem modifizierten Hamiltonschen Prinzip

6/:2 dt (ijqj - H) =0. (12.38)

! J

Die Phasentransformation (7, 5) — (@, P) ist genau dann kanonisch im weiteren Sinne, wenn zu jedem H ein H

existiert, so dass gilt
t2 . ~
5/ dt (ZPJ-Q]- - H) =0. (12.39)
t

L ,
J
Ein Kriterium fiir Kanonizitét im weiteren Sinne stellt der folgende Satz dar: :
Die Phasentransformation (¢, p) — (Q, P) ist kanonisch im weiteren Sinne, wenn zu jedem H ein H existiert,

so dass gilt
. : - dFy
Yovid—H=c| Y PQ;—H|+ e (12.40)
J J

wobei ¢ eine Konstante und F}(q, Q,t) eine Funktion der alten und neuen Koordinaten und evtl. der Zeit ist,
genannt erzeugende Funktion oder Erzeugende.

Bemerkung 1: Die Behauptung ist plausibel, da wir aus Abschnitt 5.6.2 wissen, dass die Bewegungsgleichungen
invariant unter Transformationen der Lagrange-Funktion der Form L — cL+dF/dt sind. Das ist aber kein Beweis,
da die Funktionen von unterschiedlichen Variablen abhéngen.
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Bemerkung 2: Die Erzeugende F)(q, Q, t) und die Konstante c¢ legen gemeinsam die Phasentransformation
(¢,p) — (@, P) und die neue Hamilton-Funktion H eindeutig fest. Es gilt nidmlich einerseits (Kettenregel)

dFy =) (‘ZFl dg; + ggl dQ, ) % dt (12.41)

J

und andererseits, wegen Gl. (12.40),

dFy = ijQj - H— C(ZPJ'Q]‘ — H>‘|dt
J J
= (pjdg; — cP;dQ;) + (cH — H) dt. (12.42)
J
Koeffizientenvergleich ergibt
OF;
i = o 12.43
Dby aqj ’ ( )
10F,
Pj=—--7 12.44
T eaQy (12.44)
o1 oF,
H = H+ — 12.4
c ( + ot ) (12.45)

Die zweite Gleichung,

10FR(4,@,1)

P; P Q (12.46)
16sen wir nach den ¢; auf und erhalten
4 = q;(Q, P,1). (12.47)
Dieses Ergebnis setzen wir in die erste Gleichung ein und erhalten
p=n@P =50 (12.48)
7 1¢=q(Q,P,t)

Damit ist die Phasentransformation (g,7) — (@, P) bestimmt. Die Hamilton-Funktion H erhalten wir dann

einfach durch Einsetzen,
oF,

L 1
H(Q,P.t)= - <H+ at) ’IH( - . (12.49)

Beweis des Satzes: Nach Voraussetzung gilt

ty
0:5/ dt<zquj—H(Mt)>
ty1 1
_5/ dt[(ZPQJ )>+d$
oH oH
/tl t;(@PQ]—&-cP(SQ] aQj5@3‘—081,:,]_5Pj>

+ 6| Fi(d(te), Qlt2), 12) = Fi(d@(t), Glta), 1) (12.50)

Wie iiblich integrieren wir den zweiten Term im Integral partiell. In Abschnitt 11.5 hatten wir diskutiert, ob aufier
den Koordinaten ¢ auch die Impulse p’ zu den Zeiten ¢; und ¢, festgehalten werden kénnen und sollen. Wir hatten
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gesehen, dass dies moglich ist, wodurch dann aber die Lésungen iiberbestimmt werden, also nicht fiir beliebige
Wahlen der Koordinaten und Impulse zu den Zeiten ¢; und to existieren. Wenn wir die Impulse festhalten, sind
auch die neuen Koordinaten @ zu den Zeiten ¢, und #; fest, denn diese sind gegeben durch Q(G(ty), p(t1), ¢1) und
Q(q(t2), p(t2), t2). Dann erhalten wir

/t2 dt» cP;oQ; = — /t2 dt» " cP; Q. (12.51)
j

t1 j t1

Der Fj-abhingige Term in Gl. (12.50) verschwindet, da F} nur von Grofen abhéngt, die zu den Zeiten ¢ und to
fest sind. Damit ergibt sich

OH oH
0= c/t dt E (QJ 0P; — P 0Q; — 8@ 0Q; — 8P §P> (12.52)
Hierin sind die 6@); und §FP; unabhéngig und wir folgern
. 0H . oH
- pP=—— 12.
QJ an ) J 8ij ( 53)

also die kanonischen Gleichungen fiir @, P und H. Damit ist die Kanonizitéit im weiteren Sinne gezeigt.
Bemerkung: Falls wir zwar ¢(t1) und ¢(¢2) festgehalten, aber nicht p(¢1) und p(ts), folgt nicht schon, dass auch
Q(q(t1), p(t1), t1) und Q(q(t2), p(t2), t2) fest sind. Daher erhalten wir

t2 . to t2 .
/ Aty P Qs = Y cPioq;| —/ " eP; 6Q;. (12.54)
o j S

Bei der Auswertung des Fj-abhiingigen Terms in Gl (12.50) miissen wir dann ebenfalls beachten, dass Q(t1),
Q(t2) nicht fest sind,

. N - 8F1 aFl
S| Fi(G(t2), Q(ta), t2) — F1(d(t1),Q(t1), t1)| = =1 5Qi(ty) — —L 5Q:(t1) | . 12.55
[P (@), Qo). 1) = Fr(a(t), (), 1) > (an ., fQu) = 5] s o) (12.55)
Insgesamt erhalten wir
OF & oH o

Ozzj: (P 90, )6Q] —|—c/t1 (QjéP P;0Q; — an (5Qj—apj6Pj>. (12.56)

Der Ausdruck OF
cP; + TQE (12.57)

verschwindet aber geméf Gl. (12.44) fiir alle ¢, also insbesondere fiir ¢; und ¢2. Wir erhalten daher wieder Gl
(12.52) und der Beweis geht ebenfalls durch.

Die Konstante ¢ in den im weiteren Sinne kanonischen Transformationen ist eigentlich uninteressant, weil sie
durch die weitere Phasentransformation

G—Q =cqQ, PP =P, H—H =cH (12.58)

beseitigt werden kann. Man zeigt leicht, dass diese Transformation kanonisch im weiteren Sinne ist. Daher be-
schrianken wir uns ab jetzt auf Transformationen, die die kanonischen Gleichungen invariant lassen und fiir die
¢ =1 gilt. Solche Transformationen heifen kanonisch (oder kanonisch im engeren Sinne).

Beispiel: Die Transformation
Q=p, P=¢q (12.59)
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ist zwar kanonisch im weiteren Sinne, wie oben gezeigt, aber nicht kanonisch. Es gilt ndmlich H = —H, also
c=—1.
Die Transformation
Q=5 P=-¢ (12.60)
ist hingegen kanonisch. Aus
0 0H
ji=—, p;=—— 12.61
J apj J aqj ( )
folgt
OH . OH
Pi=—— Q= 12.62
J an QJ (9PJ ( )

also ist H = H und ¢ = 1. Dieses Beispiel zeigt, dass die Unterscheidung zwischen Koordinaten und Impulsen im
Hamilton-Formalismus ziemlich kiinstlich ist.
12.2.1 Verschiedene Formen der erzeugenden Funktion

Fiir kanonische Transformationen (¢ = 1) haben wir die folgenden Beziehungen zwischen den alten und den neuen
Grofken gefunden:

oOF,
- , 12.63
p] aq] ( )
OF;
pP=——— 12.64
J an ( )
H=H+ on (12.65)

ot~

Fiir den Beweis des letzten Satzes war es niitzlich, die Erzeugende F; von ¢ und Q abhéngen zu lassen. Die
hohe Symmetrie zwischen Koordinaten und Impulsen im Hamilton-Formalismus legt aber nahe, dass man auch
Impulse anstelle von Koordinaten als Variablen der Erzeugenden wéhlen kénnen sollte. Das ist in der Tat der
Fall. Die Erzeugende muss nur fiir jedes j von einer alten und einer neuen Variablen abhéngen. Also sind die
Kombinationen

(Qjan)a (qjan)v (pjan)7 (pjvpj) (1266)

moglich. Wir betrachten hier nur Erzeugende von reinem Typ, die fiir alle j von derselben Kombination ab-
hingen, also z.B. nur von allen alten Impulsen und allen neuen Koordinaten. Der Ubergang zwischen den vier
Typen erfolgt durch Legendre-Transformationen (mit umgekehrtem Vorzeichen). Das ist plausibel, da Legendre-
Transformationen die natiirlichen Variablen von Funktionen &ndern und dabei bijektiv (informationserhaltend)
sind. Wir fassen hier die relevanten Beziehungen ohne Herleitung zusammen (fiir F; hatten wir sie oben schon
hergeleitet).

L. Fy = F(4,t):

OF, oF, - OF,
= p.=—__"" H=H4 = 12.67
Dj 3(]]' s j 8@]'7 + ot ( )
2. FQZ OF
Fy(q,Pt)=F - —an' Qi =F+Y PQ, (12.68)
j J j
o0F, oFy - 0Fy
7z =< HOH=H4+ == 12.69
Py 8qj , Qj 6Pj7 + ot ( )
3. F35 OF
F3(p,Q,t) = F1 — 87; g =F =Y pig (12.70)
J J j
OF: OF: ~ OF:
gj=->2, P=-—2 H=H+2=2 (12.71)

0Q;’ ot~
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4. F4Z
L= oF oF
Fy(p, Pty =F1 = (81 q; + ﬁ Qj) = Fi — Y (pjg; — P;Qy), (12.72)
PR J j
6F4 8F4 ~ 6F4
=T 0 = gy O 12.
4 8pj’ Q] 8Pj’ + 8t ( 73)

Welche Form am giinstigsten ist, hangt von der Aufgabenstellung ab. Es existieren auch nicht immer alle vier
Formen der Erzeugenden.
Wir betrachten einige Beispiele:

1. Raumliche Punkttransformation. Es sei

=Y 0@nP, (12.74)

mit hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktionen g; der alten Koordinaten und evtl. der Zeit. Dann
lesen wir ab:

Qi =55 =9i(q 1) (12.75)

Das ist offensichtlich eine allgemeine Punkttransformation der generalisierten Koordinaten. Punkttransfor-
mationen sind also spezielle kanonische Transformationen. Sie sind wichtig, weil die Lagrange-Gleichungen
unter allgemeinen Punkttransformationen invariant sind, wie wir bereits wissen. Die zugehorige Transfor-
mation der Impulse und der Hamilton-Funktion erhalten wir aus

8F2 agJ
pi = 12.76
P Z (12.76)
und OF )
T — 972 _ 99 p.
H=H+ H+ il (12.77)

Fi(§,0.t) =) 4Q; (12.78)
J
Daraus erhalten wir oF oF
1 1
1 _ 0. p=_=_ 12.79
pj dq; Qj, J 9Q; dj, ( )
also

was wir bereits als kanonisch erkannt hatten.

3. Harmonischer Oszillator. Die Hamilton-Funktion lautet

o1 2 2
H= o + 5 Mwod” (12.81)
Wir suchen eine kanonische Transformation, die die Lésung vereinfacht. Das wiirde durch eine zyklische
neue Koordinate () gewéahrleistet. An dieser Stelle geben wir eine geeignete erzeugende Funktion einfach an.

In Kapitel 15 werden wir eine systematische Methode kennenlernen, um eine solche Erzeugende zu finden.
Der Ansatz ist 1
Fi(g,Q,1) = 5 mwog” cot Q. (12.82)
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Es folgt
oF
p = S =mwygcotQ, (12.83)
dq
oF; 1 5 1
P = ——=- —_— 12.84
oQ 2 meod sin’ Q ( )
Wir l6sen die Gleichungen nach den alten Variablen (zum Quadrat) auf:
2P
= sin® Q (12.85)
mwo
= p? =mPwiq® cot? Q = 2mwy P cos? Q. (12.86)
Die Hamilton-Funktion wird damit
~ oF
H=0H+ aTl = H = wyPcos? Q + wyPsin Q = wyP. (12.87)
Q ist tatsdchlich zyklisch. Damit ist P erhalten:
P(t) = P(0) = const. (12.88)
Die Bewegungsgleichung fiir @ ist einfach R
. OH
Q= ap = (12.89)
mit der Losung
Q(t) = Q(0) + wot. (12.90)
Riicktransformation auf die alten Variablen ergibt schliefilich
2P(0) .
1) = /22D sin(wot + Q0)), (12.91)
mwo

p(t) = v/2mweP(0) cos(wot + Q(0)). (12.92)
Q ist also die Phase der Ostzillation und P ist i.W. seine Gesamtenergie.

Wir sehen, dass die Menge (mathematisch eine Gruppe) der kanonischen Transformationen die Punkttransforma-
tionen ¢ — Cj im Konfigurationsraum enthalt, aber weit dariiber hinaus geht. Die Hamiltonsche Mechanik hat
also eine sehr hohe Symmetrie, die man symplektische Symmetrie nennt. Den Phasenraum bezeichnet man auch
als symplektischen Raum.

12.2.2 Kanonizitat und Poisson-Klammern

Die Methode der erzeugenden Funktionen gestattet es, beliebig viele kanonische Transformationen zu erzeugen.
Sie ist aber nicht sehr niitzlich, wenn wir priifen wollen, ob eine gegebene Transformation kanonisch ist. Dafiir
miissten wir ndmlich eine erzeugende Funktion finden oder, noch schwieriger, zeigen, dass keine existiert. Eine
viel einfachere Methode ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Die Phasentransformation (g, p) — (Q, 13) ist genau dann kanonisch, wenn gilt

{Qi,Qj}tq7 =0, (12.93)
{Pi, Pi}q5 =0, (12.94)
{Qi, Pig5 = 0ijs (12.95)

d.h. wenn die fundamentalen Poisson-Klammern fiir die neuen Variablen, ausgedriickt durch die alten, gelten.
(Wir miissen hier die in den Poisson-Klammern zu verwendenden Variablen §, p angeben, weil der Beweis der Un-
abhéngigkeit der Poisson-Klammern von den kanonischen Variablen in Abschnitt 12.1 den gegenwértigen Beweis
verwendet. Wir kénnen also die Unabhéngigkeit nicht voraussetzen, sonst wire der Beweis zirkulér.)
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Beweis: Wir betrachten

. d 0Q); . 00Q); . 00Q); 0 ZaH 0Q; OH 00Q;
QZZQZ(J,@t)ZZ< Q(Jj+ Q'pj)-l- @ :Z( @ @ )-i— Q (12.96)
J J

dt 0q; Op; ot 0q; 3pj Op; 0q; ot

Nun existiert fiir eine kanonische Transformation eine Erzeugende Fy(g, P, t), wobei gilt H = H — OF,/dt. Also
folgt

0 =% 0Q; 0H  0Q; 0H 0Qi 0*°F, 0Q; 0*°Fy\ | 0°F
o dqj dp;  dp; g Oq; Op;0t  Op; 0g;0t OtoP;

-y [a@i (aHacz+6H8P> _ 9 (MMQH i 813)

OF: O?F.
{QZ7 2 } + 2
a.p

dq; \ 0Qy dp; ' 0P Ip; dp; \ 0Qy dq; ' 0P, dq; oOP;0t
Z (an 0Qx  0Q; &Qk) L oH <6QZ P 0Q 6Pk> { 0, aFQ} N 02 Fy
an dq; Op;  Op; Oq, oP, \ dq; dp;  Op; Oq; v 5 OPioOt
_ . i OF, 02 Fy
— zk: (—Pk{QZ,Qk}(;,,ﬁ Qk{Q“Pk}q:p) - {Qz, &}WJF oP0L" (12.97)

Wir miissen noch den Term mit F5 untersuchen, der offenbar nur dann auftritt, wenn die Erzeugende explizit von
der Zeit abhingt. Es ist

_ {Qi; 8}72} I ’F _ _Z (3Qi PRy, Qi 82F2) +Z (82F2 dq; N 0’ Fy 8pj>
ot J;5 0ROt — \ 0g; Op;0t  dp; dg;0t — \9q;0t OP; " 9p;0t 9P,

0Q; 8pﬁ 0*F 0Qi  0q;\ O°F,
; Z |:< a% api 3pj8t + apj + oP; aqjat : (1298)
Aber hierin ist ) , - N
R o M Y (12.99)

8(]]' 8PZ aqjaPi aPiaqj

wnd 0 0 0?F, 0*F,
Qi 04 | O°Fh O (12.100)
apj 8.PZ 8pj8Pl- apiapj
Die Vertauschbarkeit von zweiten Ableitungen ergibt also die Identitéten 0Q);/dq; = Op;/0P; und 0Q;/0p; =
—0q;/0P;. Solche Beziehungen nennt man Maxwell-Relationen. Sie spielen auch in der Thermodynamik eine
Rolle.

Zusammengefasst erhalten wir

=3 (- Pl@i. Qular+ Qu{Qi Pidas) - (12.101)

k

Dafiir ist offensichtlich hinreichend, dass gilt

{Qi, Qrtgs =0, (12.102)

{Qi; Pitap = dik. (12.103)

Da GI. (12.101) aber fiir alle Hamilton-Funktionen gelten muss, sind die @Q);, P; unabhéngig und die fundamentalen
Kommutatoren fiir Q;, P; sind auch notwendig. Ausgehend von P; erhalten wir analog

{Pi, Py}qp=0. (12.104)

Damit ist die Behauptung bewiesen. Die Untersuchung der fundamentalen Poisson-Klammern ist eine sehr einfache
Methode zur Uberpriifung der Kanonizitéat einer Phasentransformation.
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Beispiel: Ist die Transformation

24,2

Q-1 ‘2”’ , (12.105)

P = arctan 2 (12.106)
q

kanonisch? @ und P sind mit Polarkoordinaten im Phasenraum verwandt. {Q, @},, = 0 und {P, P}, , = 0 sind
trivial erfiillt. Wir miissen also nur {Q, P}, , iiberpriifen. Es ist

. py,,=2QoP _0Q0P R A ¥
P 9q 9p dp 9q q1+§—§ p1+§—§ @ +p? ¢ +p?

Also ist die Transformation kanonisch.

12.3 Infinitesimale kanonische Transformationen

Wir betrachten nun kanonische Transformationen, unter denen sich die kanonischen Variablen nur infinitesimal
dandern. Dabei werden wir insbesondere die Zeitentwicklung eines Systems als spezielle kanonische Transformation
erkennen. In diesem Abschnitt beschridnken wir uns auf nicht explizit zeitabhéngige Transformationen.

Die infinitesimalen Transformationen kénnen wir als

Qi = ¢; +dg;, (12.107)
Py = pi +dp; (12.108)

schreiben. Eine erzeugende Funktion ist
Fy(g, P,t) = > P +¢G(7, P) (12.109)

(3

mit einem infinitesimalen Parameter €, wie wir leicht sehen konnen:

oFy oG
;= =P +e— 12.110
b 0q; 0q; ( )
oG
dp; = P, —p; = — 12.111
= dp p 9 ( )
und andererseits
OFy oG
= = q; 12.112
Qi op, ~ % teop ( )
oG
= dgi=0Qi— ¢ = 9p (12.113)

Nun ist € bereits infinitesimal, daher kénnen wir in G die Variable P; durch p; ersetzen. Wir betrachten also
G = G(q,p) von nun an als Funktion von ¢ und p. Zusammengefasst ist also

oG oG
_ dp = - 29 12.114
‘ opi’ P ‘ 0q; ( )

dg;

Setzen wir nun speziell G gleich der Hamilton-Funktion, G(¢,p) = H({,p), und € = dt, so finden wir

0H OH
dg; = —dt, dp; = ———dt 12.115
%= o p o ( )
¢ = aH, Pi = on (12.116)

Op; - dq; '
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Das sind gerade die kanonischen Gleichungen! Man sagt daher, dass die Hamilton-Funktion die Zeitentwicklung
des Systems erzeugt.

Nebenbei sehen wir, dass die infinitesimale Zeitentwicklung {iberhaupt eine kanonische Transformation ist.
Die Zeitentwicklung iiber ein endliches Zeitintervall von ¢ bis ¢ erhélt man durch Hintereinanderausfithrung von
kanonischen Transformationen fiir die infinitesimalen Zeitschritte. Diese ist daher ebenfalls kanonisch. Man kann
auch direkt sehen, dass die Zeitentwicklung iiber ein endliches Zeitintervall von ¢y bis ¢ kanonisch ist: Sie ist
namlich offensichtlich eine Phasentransformation des Phasenraumvektors 7(tg) in den Phasenraumvektor 7(t),
und die Variablen 7(t) sind per Konstruktion (mittels der Legendre-Transformation) kanonisch. Die Erzeugende
fiir nicht nur infinitesimale Zeitentwicklung ist mathematisch i.A. kompliziert.

12.4 Phasenraumvolumen und Liouvillescher Satz

Die Poisson-Klammern sind, wie in Abschnitt 12.1 gesehen, invariant unter kanonischen Transformationen. Eine
weitere wichtige Invariante ist das Volumenelement im Phasenraum,

dl' :=dqy . ..dgsdp .. .dpg. (12.117)

Nach der Substitutionsregel der Integralrechnung gilt nimlich beim Ubergang von Variablen (q, ) auf (Q, ]3)7

G T  T
dqy ... dqsdps . .. dps = 8(511 gssp]_ljl p]ii) dQ, ...dQsdP, ...dPs

9q1 9q1
oQ1 "7 0OPs
= : : dQq...dQsdP; ...dPs. (12.118)
Ops Ops.
50, - Bpe

<~
Die Determinante ist die Jacobi- oder Funktionaldeterminante det .J.
Bei mehrfacher Anwendung der Substitutionsregel tritt das Produkt der entsprechenden Jacobi-Determinanten
auf. Fir die Transformation (g,p) — (Q,q) — (Q, P) (die beiden Teilschritte sind jeweils nicht kanonisch!) gilt
daher

. . . -
dot 7 = 2&0) _ 9@p) 9@ (12.119)

oQ,P)  0(Q,q) 9Q,P)
(Hier haben wir angenommen, dass ¢1, ..., gs, @1, - . ., @s unabhéngige Variable sind. Dies ist genau dann der Fall,

wenn eine Erzeugende vom Typ Fi(q, Cl t) existiert. Falls das nicht der Fall ist, kann man auf andere Variablen

als (¢, Q) transformieren, die einer der anderen Typen von Erzeugenden entsprechen.) Jetzt vertauschen wir in
der ersten Determinante auf der rechten Seite die ersten S Zeilen mit den iibrigen S Zeilen:

o ap,q) 9Q o, q |9, P
det J = (—1)s 20D XQ.D) _ 45 0P.0) [ @.F) (12.120)
(@, 0(Q, P) 9(Q.q) [ 0(Q,9
In der ersten Determinante sind p'und ¢ als unabhéngige Funktionen anzusehen. Daher ist
Opr ... Op .. Opr .
an 8q1 8@1
. . . S : 0 Opr .,
o, q) _ K ) - —| @ _ Opyops) (12.121)
8(@,(?) 8511 8731 63211 ) a(Ql,...,Qs)
und analog
), P Pi,...,P
8(@7 ) _ a( 1, ) S) (12122)

8(@,@ 8(Q17"'7qs)'
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Nun ist 5 o2 o2 5
i F F P; .
Pi _ L L % yii=1,....8 (12.123)
0Q;  0Q;0q;  0q;0Q; 9q;
(Diese Art von Identitét, die die Vertauschbarkeit der Ableitungen einer Funktion nach ihren natiirlichen Variablen
ausnutzt, spielt in der Thermodynamik eine wichtige Rolle; Stichwort ,,Maxwell-Identitdten“.) Die Matrix mit den
Komponenten dp;/9Q); ist also das Negative der Matrix mit den Komponenten 0P;/0¢;. Fiir deren Determinanten

gilt dann

opr .. Ip; op . 0OPs
0Q1 Qs Oq1 oq
Lo =T (12.124)
9ps ... Ops oP .. 9Ps
0Q1 Qs dqs dqs
Da sich die Determinante bei Transposition der Matrix nicht &ndert, folgt
op1 ... Om ok 0Pk
0Q1 Qs 9q1 9qs
oo = EDT s (12.125)
ops ... Ops obs ... OPbs
oQ1 Qs Oq1 qs
also )
- 5 A -1
a(p7q_> a(Q?‘P) — a(p177p5) |:8(P177PS):| :(_1)S (12 126)
8(@,@) 8(@,@) 6(Q1a"'7QS) 8(q17"'7qs)
und damit
7 s s
det J = (—=1)°(-1)" = 1. (12.127)
Es folgt

<>
dqy ...dgsdp; ...dps = |det J| dQ; ...dQgdP; ...dPs = dQ; ...dQgdP; ...dPs

unter beliebigen kanonischen Transformationen (g, §) — (@, P).

Unter einer kanonischen Transformation wird ein beliebiges, nicht unbedingt infinitesimales, Volumen V im
Phasenraum i.A. in komplizierter Weise verformt. Aus der eben bewiesenen Aussage folgt aber, dass sich sein
2S-dimensionaler Rauminhalt (Phasenraumvolumen) dabei nicht &ndert. Der Rauminhalt ldsst sich ndmlich als
Integral iiber dieses Volumen V und damit als Summe iiber Volumenelemente dq; . ..dgsdp; . .. dps schreiben. Da
die Zeitentwicklung ja eine spezielle kanonische Transformation ist, gelten die gemachten Aussagen auch fiir die
Anderung von Phasenraumvolumina mit der Zeit.

Das ist die Grundlage fiir den wichtigen Liouvilleschen Satz, den wir nun besprechen wollen. Dazu fiihren wir
zunéchst die neue Idee der Verteilungsfunktion oder Dichte im Phasenraum ein. Wir nehmen an, wir haben nicht
ein, sondern viele gleichartige mechanische Systeme, man spricht von einem ,,Ensemble®. Uns interessiert hier
nicht das Verhalten jedes einzelnen Systems, sondern Eigenschaften des Ensembles im Mittel. Das kann z.B. der
Fall sein, weil wir tatsichlich viele gleichartige Systeme vorliegen haben (Beispiel: Gasatome in einem Behélter)
oder weil wir viele Messungen an demselben System oder an gleichartig préaparierten Systemen ausfiihren. Die
Untersuchung von gemittelten Eigenschaften ist die zentrale Aufgabe der statistischen Mechanik.
Ein Ensemble kénnen wir mittels der Verteilungsfunktion oder Phasenraumdichte p(q,p,t) charakterisieren.
Dabei ist
p(@, 1) day .. dgsdps ... dps = p(d, 5, t) dT (12.128)
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig herausgegriffenes System (ein Element des Ensembles) kanonische
Variablen (¢, p) im Phasenraumelement dI' = dq; . .. dqsdp; . .. dpg hat. Da dieses System sicherlich in irgendeinem
Zustand ist, muss gelten

/drp(qjﬁ,t) =1. (12.129)

Wir betrachten nun die Zeitentwicklung. Wie gesehen ist die Zeitentwicklung von Zeit ¢y bis zur Zeit ¢ eine
kanonische Transformation (¢, p) — (@, P). Unter kanonischen Transformationen bleibt das Phasenraumvolumen-

element dI' invariant,
dl' =dQ;...dQgsdP; ...dPs = dq; ...dgsdp; .. .dps. (12.130)

Die Wahrscheinlichkeit pdI', ein herausgegriffenes System in dI' zu finden, bleibt in mitfliefenden Koordinaten

und Impulsen ebenfalls invariant, da keine Systeme erzeugt oder vernichtet werden.

p
(Q, P)

q,p) dQdp
dqdp

Daher ist die Verteilungsfunktion p selbst unter der Zeitentwicklung des Systems invariant:

dp

5 =0 (12.131)
Dies ist der Liouvillesche Satz. Es ist entscheidend, dass hier eine totale Zeitableitung steht, d.h. die zeitliche
Anderung der kanonischen Variablen ¢, p’ wird beriicksichtigt. Der Liouvillesche Satz bedeutet, dass sich die
mitfliefende Verteilungsfunktion nicht #ndert. Die Anderung der Verteilungsfunktion an einem festen Phasen-
raumpunkt wire dp/0t, was i.A. nicht verschwindet. Wenn wir p(q, p,t) anschaulich als Dichte einer ,Fliissigkeit*
im 2S-dimensionalen Phasenraum interpretieren, bedeutet der Liouvillesche Satz, dass diese Fliissigkeit inkom-
pressibel ist.

In Abschnitt 12.1 wurde gezeigt, dass fiir jede Phasenfunktion f(q,p,t) gilt

daf of
= ={f,H}+ —=. 12.132
4+l (12.132)
Die Verteilungsfunktion p ist offensichtlich eine Phasenfunktion und erfiillt daher
dp Op
— H - = 12.1
9p

Diese Gleichung, die man ebenfalls als Liouvilleschen Satz bezeichnet, kann man als Kontinuitétsgleichung fiir die
Verteilungsfunktion p ansehen. Dabei beschreibt dp/dt die explizite Anderung der Wahrscheinlichkeit in einem
festen, nicht mitbewegten Phasenraumvolumenelement und {p, H} den Fluss von Wahrscheinlichkeit durch dessen
Oberfldche. Insbesondere gilt fiir eine stationdre Verteilungsfunktion dp/0t = 0 und damit {p, H} = 0.

Beispiel: Fiir den harmonischen Ostzillator ist die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion besonders einfach.

Ausgehend von der Hamilton-Funktion
1 K
H=—p"+—=¢ 12.1
2mp + 2 a ( 35)

transformieren wir auf skalierte Variablen

1

Q= (mK)l/4q7 P = Wﬂ

(12.136)
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Diese Transformation ist offensichtlich kanonisch. Die neue Hamilton-Funktion lautet

=~ 1 |K _, 9

H= 3 E(P + Q7). (12.137)
——
Die kanonischen Gleichungen ~ ~
. OH . OH
-2 WP P—=_"" _ _ 12.1
R 3G — 0 (12.138)
haben die Losungen

Q = Acos(wt + ¢), (12.139)
P = —Asin(wt + ¢) (12.140)

mit beliebigen A und ¢. Diese beschreiben eine starre Rotation im Phasenraum im Uhrzeigersinn. Also rotiert
eine beliebige Verteilungsfunktion p(@, P, t) einfach starr um den Nullpunkt.

N
&

In jedem nicht zu einem harmonischen Oszillator dquivalenten System wird die Zeitentwicklung nicht durch
eine starre Rotation im Phasenraum beschrieben. Aber das mitfliefsende Phasenraumvolumen bleibt erhalten, wie
iibrigens auch die Topologie — ein einfach zusammenhéngendes Phasenraumvolumen bleibt einfach zusammen-
héngend. Es kann sich aber fast beliebig verzerren. Als Beispiel betrachten wir das Fadenpendel. Die folgende
Graphik zeigt, dass die Verteilung vom hyperbolischen Fixpunkt bei ¢ = m nicht zerschnitten wird, sondern sich
zu einem langen Streifen verformt.

Mathematical Pendulum, Deformation in Phase Space, Original Volume a=[0.5,0.9], p=[1.7,2.1], time=[0,15], Timestep 0.2s

~Linear Impule

I I L I L I
-2 0 2 4 6 8 10

~Angle

Graphik zur Verfigung gestellt von A. Wachsmuth.
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Kapitel 13

Relativistische Kinematik

In diesem und dem folgenden Kapitel betrachten wir die Spezielle Relativititstheorie (SRT) im Hinblick auf die
klassische Mechanik. Im Wesentlichen geht es dabei um die Frage, ob und wie sich die Gesetze der Mechanik
dandern, wenn es eine maximale Geschwindigkeit, die Lichtgeschwindigkeit ¢, gibt. Die volle Struktur der SRT
kann erst in der Elektrodynamikvorlesung dargestellt werden.

Wir haben gesehen, dass die Newton-Mechanik ohne Einfiihrung von Scheinkréften nur in Inertialsystemen
giiltig ist. In Abschnitt 3.3 hatte sich herausgestellt, dass Inertialsysteme durch Galilei- Transformationen inein-
ander {iberfithrt werden. Dabei fithrt ein Bezugssystem S’ gegeniiber einem Bezugssystem S eine Translation mit
konstanter Geschwindigkeit V aus.

S

Fiir die Koordinaten und die Zeit eines Punktes beziiglich S und S’ gilt, mit R= Vt,

F=Vt+i, (13.1)
t=t. (13.2)

Die Gesetze der Newton-Mechanik bleiben unter Galilei-Transformationen unverdndert. Man sagt, die Newton-
Mechanik ist Galilei-invariant. Daher hat es, wenn die Newtonsche Mechanik korrekt ist, keinen Sinn, ein be-
stimmtes Inertialsystem als ruhend zu definieren. Man koénnte es gar nicht von anderen unterscheiden. In der
Newton-Mechanik gibt es also keinen absoluten Raum. Andererseits gibt es eine absolute Zeit, da diese in al-
len Inertialsystemen gleich ist. Die Lagrange- und Hamilton-Mechanik sind ebenfalls invariant unter Galilei-
Transformationen, da sie ja fiir gleiche Systeme die gleichen Voraussagen wie die Newton-Mechanik machen. (Die
Lagrange- und Hamilton-Mechanik sind, wie wir gesehen haben, noch unter viel allgemeineren Transformationen
invariant. Diese sind fiir uns hier nicht von Bedeutung.)

Obwohl die klassische Mechanik nicht auf natiirliche Weise zum Konzept eines absoluten Raumes fiihrt, wurde
dessen Existenz in der Wissenschaft des 19. Jahrhunderts iberwiegend angenommen. Dies beruhte auf der An-
nahme, dass das Licht (oder allgemeiner alle elektromagnetischen Wellen) eine Anregung gekoppelter Schwinger
sein miisse. Wir hatten in Abschnitt 10.3 gesehen, dass der Schall eine Anregung gekoppelter Schwinger ist. Eine
analoge Vermutung fiir das Licht lag also nahe. Der vermutete Triiger der Lichtwellen wurde Ather genannt.
Wenn der Ather existiert, zeichnet er ein Inertialsystem vor allen anderen aus, nimlich das, in dem der Ather
ruht. Damit gébe es einen absoluten Raum.

159
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Die Existenz des Athers hitte beobachtetbare Konsequenzen. Insbesondere wiirde die gemessene Lichtge-
schwindigkeit von der Geschwindigkeit V der Messapparatur gegeniiber dem Ather abhingen. Michelson und
Morley wollten die Existenz des Athers durch den Nachweis der Abhingigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der
Richtung der Bewegung des Labors gegeniiber dem Fixsternhimmel nachweisen. Thre Experimente zeigten aber
im Gegenteil, dass die Lichtgeschwindigkeit nicht richtungsabhingig ist, im Widerspruch zur Athertheorie.

13.1 Die Einsteinschen Postulate

Ausgehend von den Michelson-Morley- und weiteren Experimenten vermutete Einstein, dass nicht nur die Gesetze
der Mechanik, sondern auch die der Elektrodynamik in allen Inertialsystemen gleich sind. Er formulierte zwei
Postulate (Axiome):

1. Aquivalenzpostulat: Die physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen identisch.

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ist zu allen Zeiten, an allen Orten
und in jeder Raumrichtung gleich grof und ist insbesondere unabhéngig von der Bewegung der Quelle und
des Detektors.

Das erste Postulat ist eigentlich nichts Neues, es gilt schon in der nicht relativistischen Newton-Mechanik. Nun
werden aber auch die Gesetze der Elektrodynamik eingeschlossen. Die wesentliche Neuerung steckt im zweiten
Postulat. Es sagt aus, dass ¢ = const ein Gesetz im Sinne des ersten Postulats und damit invariant ist. Es geht
jedoch dariiber hinaus, da es ¢ = const auch fiir beschleunigte Bezugssysteme fordert. Die Postulate wirken recht
harmlos, heben aber die gesamte Mechanik aus den Angeln.

Wir zeigen jetzt, dass die bisher betrachtete Mechanik den Einsteinschen Postulaten widerspricht. Wir be-
trachten zwei Inertialsysteme S und S. S moége sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit v = v = vz entlang
der gemeinsamen z-Achse bewegen. In S werden zwei Lichtblitze in der positiven und negativen z-Richtung
ausgesandt. Nach dem zweiten Postulat sind ihre Geschwindigkeiten in S:

C —C
a=[0], &=(0]. (13.3)
0 0

Die Galilei-Transformation liefert die folgenden Geschwindigkeiten in S:

c—v —c—v
a=1 0], &= o (13.4)
0 0
= ca=c—v, c=c+u, (13.5)

falls v < c gilt. Nach dem zweiten Postulat muss aber gelten ¢; = ¢ = ¢. Wir finden also einen Widerspruch.
Offenbar muss das Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten auf fundamentaler Ebene gedndert werden.

13.1.1 Relativitat der Gleichzeitigkeit und Zeitdilatation

Um die Konsequenzen der Einsteinschen Postulate hinsichtlich der Gleichzeitigkeit von Ereignissen diskutieren zu
koénnen, benotigen wir sorgfiltige Definitionen der Begriffe Ereignis und Gleichzeitigkeit, die uns bisher offensicht-
lich erschienen waren. Als FEreignis bezeichnen wir einen Vorgang, der an einem bestimmten Ort 7 und zu einer
bestimmten Zeit ¢t (bzgl. eines gegebenen Bezugssystems) stattfindet. ¥ und ¢ bilden die Raum-Zeit-Koordinaten
des Ereignisses. Hinter der Definition steht die Idee, dass wir uns beliebige Vorgénge, die i.A. nicht in Raum und
Zeit scharf lokalisiert sind, als aus solchen Ereignissen aufgebaut denken kénnen.

Um die Gleichzeitigkeit von Ereignissen zu definieren, miissen wir zunéchst sagen, wie wir zwei Uhren in
einem Inertialsystem synchronisieren wollen. Wir betrachten zwei feste Punkte A und B in einem Inertialsystem.
Aufgrund des zweiten Postulats lduft ein Lichtsignal von A nach B genauso lange wie von B nach A. Diese Zeit
sei

AB
tAB = ? (136)
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Stellen wir bei B einen Spiegel auf, so braucht ein Lichtsignal von A zum Spiegel und zuriick die Zeit 2t 4.
Senden wir bei A zur Zeit ty das Signal aus, so sehen wir zur Zeit ¢ty + 2t 4 das reflektierte Signal. Wenn wir von
A aus gleichzeitig auf der Uhr bei B die Zeit tg + t4p ablesen, so sind die beiden Uhren synchron.
t
to+2tap A

T

to+tas +

Lesen wir eine frithere oder spétere Zeit ab, so wissen wir, um wieviel die Uhr bei B gegeniiber der Uhr bei A nach-
oder vorgeht. Wir kénnen dann die Uhr bei A entsprechend stellen oder dafiir sorgen, dass die Uhr bei B gestellt
wird. Entsprechend kénnen wir weitere Uhren synchronisieren. Man kann sich iiberlegen, dass die Synchronizitéat
in einem Inertialsystem transitiv ist. Sind also die Uhren bei A und B synchron und die Uhren bei B und C
synchron, so sind auch die Uhren bei A und C synchron.

Wir haben Synchronizitit unter Verwendung des Konzepts der Gleichzeitigkeit an einem Ort definiert, das
wir als durch die Erfahrung hinreichend bestimmt ansehen. Wir definieren nun zwei Ereignisse an verschiedenen
Orten in einem Inertialsystem als gleichzeitig, wenn bei ihrem Eintritt zwei synchrone Uhren an diesen Orten
dieselbe Zeit anzeigen. Alternativ und ohne vorherige Definition von Synchronizitit kénnen wir zwei Ereignisse
auch als gleichzeitig definieren, wenn sie von einem Ort C' im gleichen Abstand zu den Orten A, B der beiden
Ereignisse gleichzeitig wahrgenommen werden kénnen.

t

Bisher haben wir nur die Synchronisation von Uhren in demselben Inertialsystem diskutiert. Wir kénnen sicherlich
auch zwei Uhren in gegeneinander bewegten Inertialsystemen synchronisieren, wenn sie sich (zu einem bestimmten
Zeitpunkt) an demselben Ort befinden. Dann kénnen wir némlich die angezeigten Zeiten vergleichen und eine der
Uhren entsprechend nachstellen.

Das folgende Gedankenexperiment zeigt, dass Ereignisse, die in einem Bezugssystem .S gleichzeitig stattfinden,
dies in einem anderen Bezugssystem S nicht tun miissen. In S sei ein Bahnsteig parallel zur z-Richtung raumfest.
An seinen Enden bei A und B steht je eine Lichtquelle. In der Mitte zwischen A und B steht ein Beobachter bei
C. Am Bahnsteig entlang fahrt ein Zug mit konstanter Geschwindigkeit v = vZ. Das Bezugssystem S sei am Zug
fest. Im Zug befindet sich ein zweiter Beobachter bei C.

Wenn C und C auf gleicher Hohe sind, senden beide Lichtquellen gleichzeitig (in S) ein Signal aus.

S C

4
T
4
t

Z

w3
W o

S

T

Q

Das Lichtsignal von B erreicht C' zuerst:
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DA

Spéter erreichen beide Signale gleichzeitig C. Der Beobachter bei C stellt damit fest, dass die Signale in S
gleichzeitig ausgesendet wurden.

5]

S
[

Noch spéter erreicht das Signal von A den Beobachter bei C. Da die Signale die gleiche Strecke AC =
zuriickgelegt haben, folgert er, dass die Signale in S nicht gleichzeitig ausgesendet wurden.

‘U:J‘
IQ

1=

Es kann aufgrund des zweiten Postulats fiir dieses Gedankenexperiment iibrigens nicht wichtig sein, dass die
Lichtquellen am Bahnsteig und nicht am Zug befestigt sind. Das Resultat ist jedenfalls, dass Gleichzeitigkeit von
Ereignissen an verschiedenen Orten keine invariante Eigenschaft ist. Im Beispiel misst der Beobachter bei C' eine
Zeitdifferenz At = 0, der Beobachter bei C dagegen At # 0. Allgemeiner folgern wir also, dass Zeitintervalle in
gegeneinander bewegten Inertialsystemen nicht gleich sind. Aus den Einsteinschen Postulaten folgt somit, dass es
keine absolute Zeit gibt.

Das kénnen wir noch an einem weiteren Gedankenexperiment erkennen: Der Beobachter im Zug (S) habe
eine Lichtquelle, die Signale in transversaler Richtung y aussenden kann, einen Spiegel im Abstand ¢ und einen
Detektor neben der Quelle. B

RS
~

z

[T

Die Laufzeit eines Lichtsignals betriigt offenbar At = 2¢/c. Diese Zeit kann mit einer einzelnen im Bezugssystem
S festen Uhr gemessen werden. Die Zeit, die eine solche Uhr anzeigt, nennt man die Eigenzeit des Bezugssystems.
At = At ist also die vergangene Eigenzeit.

Was sieht der Beobachter auf dem Bahnsteig (S5)?
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vAt/2
S‘v T

Fiir diesen betrage die Laufzeit At. Die vom Lichtpuls in S zuriickgelegte Strecke ist

2

also langer als im Zug (2¢). Daraus folgt mit dem zweiten Postulat

2 At\?
At = Z =Z\je+ <”2> . (13.8)

Diese Gleichung kénnen wir nach At auflésen:

2 2
¢ (f) =02 +0? (A;) (13.9)

(A;f __ v (13.10)

2 — 12

2t c S . (13.11)

= A =
V2 —v2 2 =02 m

Im Bezugssystem S wird also eine ldngere Zeit als die Eigenzeit A7 gemessen. Diesen Effekt nennt man Zeit-
dilatation. Die experimentelle Anordnung kann selbst als Uhr angesehen werden, wobei das Hin- und Herlaufen
des Lichtpulses ein Ticken der Uhr bedeutet. Ein Beobachter in S sieht, dass diese Uhr in S langsamer 1auft.
Natiirlich erscheinen alle zeitabhéngigen Prozesse verlangsamt, nicht nur Uhren.

Es sei hervorgehoben, dass At keine Eigenzeit in S ist, da zwei Uhren zur Messung von At erforderlich sind; die
Aussendung und der Empfang des Signals geschehen in S an verschiedenen Orten. Eigenzeiten in gegeneinander
bewegten Inertialsystemen kénnen nie direkt miteinander verglichen werden, da sich zwei Uhren in den beiden Be-
zugssystemen hochstens zu einem Zeitpunkt an demselben Ort befinden. Das beschriebene Gedankenexperiment
ist nicht symmetrisch (eine Uhr in S, zwei Uhren in S), daher ist das folgende Argument falsch: Wir kénnten
ebensogut S als gegeniiber S bewegt ansehen. Dann folgte analog At > At (Fehlschluss!). Das widerspréche dem
Ergebnis At > At, also sei die SRT in sich widerspriichlich.

= At=

13.2 Die Lorentz-Transformation

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass die Zeit nicht absolut ist, dass sich also beim Ubergang von einem
Inertialsystem zu einem anderen die Zeit transformieren muss. Die Galilei-Transformation ist daher mit Einsteins
Postulaten unvereinbar. Wir untersuchen nun, was an ihre Stelle tritt.

Wir betrachten wieder zwei Inertialsysteme S und S, deren Urspriinge zur Zeit ¢ = ¢ = 0 zusammenfallen
mogen. S bewege sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit ¥. Zur Zeit t = 0 werde am (gemeinsamen) Ursprung
eine elektromagnetische Kugelwelle ausgelost. Dann gilt fiir die Wellenfront

inS: At =2 +y?+ 22 (13.12)
inS: AP =a>+y>+2> (13.13)
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Die Transformation muss so erfolgen, dass beide Gleichungen erfiillt sind. Offenbar ist die Grofe
s2 =% —x? =y = 2% = -7 (13.14)

in beiden Bezugssystemen gleich, ndmlich Null. Aufgrund der Homogenitéit von Raum und Zeit muss die Trans-
formation (t,7) — (¢,7) linear sein. Wir suchen also eine lineare Transformation, die fiir ¢?t> — #? = 0 garantiert,
dass auch ¢2t2 —7* = 0 gilt. Dadurch ist die Transformation noch nicht festgelegt. Wir sehen aber, dass zur festen
Zeit t = t = 0 die Transformation nur die rdumlichen Koordinaten betrifft. Wir wollen sinnvollerweise dieselben
Mafseinheiten in allen Inertialsystemen verwenden. Dann sind die einzigen erlaubten linearen Transformationen
Drehungen im Raum, die das Betragsquadrat 72 erhalten.

Allgemeiner sieht die Groke s? = ¢*t? — 72 dem Betragsquadrat eines Vektors (ct,z,y, z) #hnlich, nur sind
einige Vorzeichen ,falsch®. Wir wissen, dass das Betragsquadrat von Vektoren unter Drehungen invariant ist, und
vermuten daher, dass die gesuchte Transformation eine verallgemeinerte Drehung ist.

Wir fiihren zunéchst eine niitzliche Notation ein:

e (aal,a? a®) = (a°,@) (beachte die hochgestellten Indizes) heifit kontravarianter Vierervektor (oder 4-
Vektor). Wir verwenden auch die Notation (a*), wobei die Klammer anzeigen soll, dass wir den 4-Vektor
meinen, nicht eine Komponente.

e (ap,ar,az,a3) = (a® —a) heikt kovarianter Vierervektor (4-Vektor). Wir schreiben auch (a,). Offenbar
enthélt (a,) dieselbe Information wie (a*).

e Das verallgemeinerte Skalarprodukt zweier 4-Vektoren ist definiert durch
3 3
> apbt =>"atb, =a’ —a-b. (13.15)
n=0 pn=0

Wir lassen nun das Summenzeichen 22:0 weg, iiber doppelte obere und untere Indizes soll automatisch
summiert werden (Einsteinsche Summenkonvention):

aub* = a'b, = a®° — a-b. (13.16)

Es ist offensichtlich wichtig, sorgféltig zwischen oberen und unteren Indizes zu unterscheiden. Ein Ausdruck
mit doppelten oberen oder doppelten unteren Laufindizes ist i.A. nicht wohlgeformt, z.B. a,b,.

e Das verallgemeinerte Betragsquadrat eines 4-Vektors ist dann
nwo__ 0\2 - -
aya = (a”)* —ad-a. (13.17)
Beachte, dass a,a" negativ werden kann.
e Kontravariante und kovariante Vierervektoren héngen zusammen iiber
a’ =ay, a'=-a1, @®=—ay, a*=—as. (13.18)

In Matrix-Schreibweise lauten diese Beziehungen

a® 1 0 0 0 ag
al 0O -1 0 0 ail
[0 0 -1 0f|al] (13.19)
a’ 00 0 -1/ \as
also (Summenkonvention!)
at = g'a, (13.20)

und analog
ay = gua”, (13.21)
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wobei g und g,,,, die Matrixdarstellung

1 0 0 0
) 0 -1 0 0

9=06") =)=y o _1 o (13.22)
0 0 0 -1

haben. g heifst metrischer Tensor oder einfach Metrik. Mit Hilfe des metrischen Tensors kénnen wir Indizes
heben oder senken, d.h. Vektoren zwischen kontravarianter und kovarianter Form umrechnen. Wahrend der
metrische Tensor in der SRT die angegebene Form hat und insbesondere in Raum und Zeit konstant ist, ist
er in der Allgemeinen Relativitatstheorie selbst eine dynamische Grofe.

e Allgemeiner betrachten wir Tensoren mit 1, 2, 3, ... Indizes. Jeder Index kann kontra- oder kovariant sein,
z.B. (A"), (A*)), (AL"), (A ). Die Reihenfolge der Indizes ist wichtig; 1.A. gilt nicht (A%,) = (Ag").
Jeder Index kann mit Hilfe des metrischen Tensors gehoben oder gesenkt werden, z.B.

A, = Atg . (13.23)

Speziell ist
s* =zt (13.24)
mit dem Viererortsvektor (20,21, 2% 2%) = (ct,x,y, ), woraus folgt (xq, 1,2, 23) = (ct, —x,—y, —2). Die ge-

suchte lineare Transformation von ¢, 7 auf ¢, 7 sei

zh = L", 2", (13.25)
X, = L,u,y Ty. (1326)

Beachte, dass es auf die Reihenfolge der Indizes ankommt, nicht nur darauf, ob sie oben oder unten stehen. Es
folgt

s2 =z, 2" = L,” x, L*y =1, L,” Ly . (13.27)

Es soll s2 = 0 fiir alle , mit s? = z,2” = 0 gelten. Dies erfordert
L, L'y =ady (13.28)

mit einem evtl. von der Geschwindigkeit ¥ abhéngigen Skalar . Das Kronecker-Symbol 4% ist definiert wie iiblich,
wir haben nur darauf geachtet, den oberen Index oben zu lassen und den unteren unten. Es ist (65) = (§”y) =
(6,"). Ein beliebiges Skalarprodukt transformiert sich dann geméf

a, b =a, L,” L'\ V¥ = aa, 550 = a(?) a,b”. (13.29)
Nun bewegt sich S gegeniiber S mit der Geschwindigkeit —¢. Fiir die Riicktransformation gilt also
ay b’ = a(—7) Qub”. (13.30)

Aufgrund der Isotropie des Raumes darf a(¥) jedoch nur vom Betrag der Geschwindigkeit ¢ abhéngen, nicht von
der Richtung. Also folgt
a, b =a®(v)a,b" (13.31)

und schlieflich «(v) = £1. Die Losung —1 ist aber unsinnig, da « sicherlich stetig in ¥ sein muss und sich fiir
¥ = 0 die identische Transformation mit . = 1 ergeben muss. Alternativ kann man drei Transformationen mit
Geschwindigkeiten ¥, U und 03 betrachten, die |0;| = |th| = |U5] = v und @) + Uy + U5 = 0 erfiillen. Hier ergibt
sich a®(v) = 1. Wir finden also, dass die Transformation ganz allgemein alle Skalarprodukte a,b" von 4-Vektoren
invariant lassen muss.

Wir definieren nun eine allgemeine Lorentz- Transformation als eine lineare Abbildung geméf Glg. (13.25) und
(13.26), die alle Skalarprodukte invariant lésst. Dann ist, wie oben gesehen, L,” L* = 6. Daher sind L,” und
L*, die Komponenten zweier zueinander inverser Matrizen.
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Weiter sei ein Lorentz-Skalar (Welt-Skalar) eine Grofe, die unter Lorentz-Transformationen invariant ist.
Damit sind Skalarprodukte und speziell Betragsquadrate Lorentz-Skalare.

Wie sieht die Matrix L = (L*,) aus? Wir betrachten 0.B.d.A. die Bewegung des Bezugssystems S gegeniiber
S entlang der gemeinsamen x-Achse mit der Geschwindigkeit ¥. Die Koordinatenachsen sollen zur Zeit t = t =
0 zusammenfallen. Es gilt y = y und z = z — sonst kénnte es passieren, dass zwei aufeinander zufliegende
Objekte aus Sicht von S zusammenstofen, aber aus Sicht von S aneinander vorbei fliegen. Auferdem ist der
Koordinatenursprung in der yz-Ebene willkiirlich, also diirfen z und ¢ nicht von y, z abhéngen. Damit ist

L% L% 0 0
L=(L")= L(;O L(;l (1) 8 (13.32)
0 0 01
Also ist
ct =L%ct+ L° z, (13.33)
x=L'gct+ L' x. (13.34)
Nun soll fiir alle x,t gelten
At —a? =t —2? = (Lt + LY 2)? — (LYot + L'y x)?
= [(L%)? = (L'0)?] Pt* + 2 [L° L — LYo L'y etz + [(L%1)? — (L'1)?] 2% (13.35)
Koeffizientenvergleich ergibt
(L%)* = (L'0)* =1, (13.36)
L% L% — LYy LY =0, (13.37)
(L)% = (L')? = -1 (13.38)
Speziell fiir den Ursprung von S gilt ;
x=vt= p ct (13.39)
und damit
e=0="Let+ LY o= (L10+L11%) ot (13.40)
= Ly+LY % =0. (13.41)

Zusammen mit den Gleichungen (13.36)—(13.38) haben wir nun vier Gleichungen fiir vier Unbekannte. Die Losung
ist

LY =1% = ——— =7, (13.42)

Llo=L"% = ——=t— = -8y mit = g (13.43)
v c
1-=
wie man durch Einsetzen bestitigt. Die dimensionslose Grofe v bezeichnet man als Lorentz-Faktor. (Die Losung
mit entgegengesetztem Vorzeichen der Wurzeln ist unphysikalisch, da die Transformation im Limes v — 0 die

Identitét ergeben muss.) Also ist

¥y By 00
0 0

L=(L")= (?7 g 1 0 (13.44)
0 0 01
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und die Lorentz-Transformation lautet

ct = yet — By, (13.45)
x = —fyct + yx. (13.46)

Fiir v < ¢ ergibt sich v — 1, § — 0, Bc = v, also die Galilei-Transformation ¢t = ct, x = x — vt. Der nicht-
relativistische Grenzfall kommt also richtig heraus.

Die Lorentz-Transformation fiir eine beliebige Geschwindigkeit ¥ von S gegeniiber S kénnen wir leicht erhalten.
Dazu zerlegen wir die Transformation in drei Transformationen beziiglich der Translation entlang Z, ¢ und 2. Eine
Lorentz-Transformation zwischen zwei Bezugssystemen mit parallelen Achsen, wie wir sie bisher betrachtet haben,
nennt man eine spezielle Lorentz-Transformation oder einen ,Boost®. Die allgemeine Lorentz-Transformation hat-
ten wir dadurch definiert, dass sie Skalarprodukte invariant lésst. Das schliefst neben Boosts auch rein raumliche,
zeitunabhéngige Drehungen ein. Nicht eingeschlossen sind Transformationen auf rotierende Bezugssysteme, diese
sind ja gar keine Inertialsysteme. Auferdem bilden beliebige Kombinationen von Boosts und zeitunabhéngigen
Drehungen allgemeine Lorentz-Transformationen. Insgesamt hat eine allgemeine Lorentz-Transformation sechs
Parameter, ndmlich die drei Komponenten von ¢ und drei Parameter fiir die Drehung, z.B. drei Euler-Winkel.

13.2.1 Lingenkontraktion

Eine weitere scheinbar paradoxe Folgerung léasst sich sofort aus der Lorentz-Transformation ziehen: Wir betrachten
wieder den Zug, der an einem Bahnsteig entlang fahrt. Im mitbewegten System S habe der Zug die Léange
{ =25 —2x4; x4 und zp sind die Koordinaten der Enden des Zuges. Am Bahnsteig sei ein Léngenmafistab
befestigt. Im Ruhesystem S des Bahnsteigs wird die Linge ¢ = xp — x4 des Zuges ermittelt, indem zur gleichen
Zeit t4 = tp (in S) die Koordinaten x4 und zp abgelesen werden. Dann ergibt die Lorentz-Transformation von
S auf S:

{=xzp—z4=—Pyctp+yxp+ Bycta —yxa
= pyc (ta—tp) +7 (v —za)
—— ——
=0 —¢

(13.47)

also

(=1\1-=t(<2 (13.48)

Vom Bahnsteig aus gesehen erscheint der Zug verkiirzt. Dieses Phdnomen nennt man Ldangenkontraktion.

13.2.2 Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

Wir betrachten drei Bezugssysteme S, S1, S2, wobei sich S gegeniiber S mit der Geschwindigkeit ¢, bewegt, So
gegeniiber S7 mit U5 und S gegeniiber S mit ¥;;. Nicht-relativistisch hétten wir natiirlich v,y = U1 + U>. Aber
in der SRT kann das nicht mehr gelten, weil sonst z.B. aus ¢; = 05 = (2¢/3) & folgen wiirde vy = 4¢/3 > ¢,
wodurch v und damit die Raum-Zeit-Koordinaten in S5 imaginér wiirden.

Um den korrekten Zusammenhang von ¥;,; mit ¢ und v zu finden, miissen wir die Kombination der Lorentz-
Transformationen zu ¢} und v untersuchen. Wir beschrinken uns hier auf den Fall, dass v, und 95 parallel sind.
Thre Richtung wahlen wir 0.B.d.A. als z-Richtung. Nicht parallele Geschwindigkeiten kénnen auf dieselbe Weise
behandelt werden. Mit n = 1,2 und

B 1= 2, (13.49)

Tn = (13.50)
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lauten die Transformationsmatrizen

'Yn 7571,')/71,
(n) _ —BnYn Tn
L 0 0
0 0 0

(13.51)

— o O
— o o o

Die gesamte Transformation von S auf Sy wird dann beschrieben durch das Produkt

Y1y (1 + f152) —mve(Bi+B82) 0 0

prot _ p@rm _ | =B+ 82) mye(l+fif) 000
0 0 0

1

| (13.52)
0 0 0

L*°t muss die Form einer Lorentz-Transformation mit der resultierenden Geschwindigkeit #;o; haben,

Ytot —BrotViot 0 0

tot 1 | —BrotVtot Ytot 0 0
L* = 0 0 ol (13.53)
1

0 0

O =

Es folgt

Yot = Y172(L + B12), (13.54)
_mnBitB) Pt b
o Ytot 1+ BB

Damit L** tatsiichlich eine Lorentz-Transformation ist, miissen Sio; und 740t miteinander konsistent sein. Das ist

der Fall:

(13.55)

1 _ 1 _ 1+ 5182 _ 1+ 5152
V1-pBL, \/1—% V4 B1B2)? — (BL+ B2)2  \/1-pB7— B2+ B2p2
1+ B152

= =m72(1+ B1B2) = Yot- (13.56)
V1= BV - 53
Das Additionstheorem lautet also fiir parallele Geschwindigkeiten

V1 + vg
Vtot — 1—}—@ (1357)

02

(Offensichtlich werden hier nicht die Geschwindigkeiten addiert, eher handelt es sich um die ,,Addition” zweiter
Boosts.) Damit ist vy < ¢, sofern vy, ve < ¢ gilt, denn

V1 + V2
S ltup

c2

C— Vot = C

c+ P2~ — vy
1+'U1'U2

c2

2+ V1Vg — CU1 — CUg

1+ 22

(c—v1)(c—v2)
14 =132

Ol= ol

> 0. (13.58)

Durch Kombination von Translationen mit Geschwindigkeiten kleiner als die Lichtgeschwindigkeit kann man also
niemals die Lichtgeschwindigkeit iiberschreiten. Ist dagegen z.B. va — ¢, so ergibt sich vio; — (v1+¢)/(14v1/c) = ¢
unabhéngig von v;. Demnach ist die Geschwindigkeit von Licht unabhéngig von der Geschwindigkeit vy der Quelle.
Das ist ein Teil des zweiten Einsteinschen Postulats. Wir hatten die Theorie natiirlich gerade so konstruiert, dass
dieses Postulat erfiillt ist.
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13.3 Lichtkegel und Minkowski-Raum

Wir fassen jetzt = (x*) = (ct, ) als Relativvektor zwischen zwei Ereignissen auf. Dieser Vierervektor hat die
zunéchst merkwiirdige Eigenschaft, dass sein Betragsquadrat

s* =z 0t = AP — i (13.59)
nicht unbedingt positiv ist. Wir haben gesehen, dass s? unter Lorentz-Transformationen invariant (Lorentz-
invariant) ist. Damit ist insbesondere das Vorzeichen von s? eine invariante, vom Bezugssystem unabhiingige,
Eigenschaft des Vektors.

Welche Bedeutung hat das Vorzeichen von s2? Im letzten Abschnitt hatten wir gesehen, dass fiir die Ausbrei-
tung von Licht immer s? = 0 gilt. Fiir s> > 0 konnen wir eine Lorentz-Transformation finden, die den riumlichen
Anteil zum Verschwinden bringt. Es ist ndmlich

v =By 00 ct ct
By v 0 0f|[xz] O
0 0o 1 oflo] o] (13.60)
0 0 0 1) \o 0
wenn wir
p=2 =1 (13.61)
= Ct’ ’Y = 1 = BQ .

withlen. Wegen s? = ¢?t? — 22 > 0 ist |z/t| < ¢, also |8] < 1, und es handelt sich um eine korrekte Lorentz-

Transformation. Es existiert also ein Bezugssystem, in dem die beiden Ereignisse am gleichen Ort stattfinden.

Analog kann man fiir s? < 0 ein Bezugssystem finden, in dem die beiden Ereignisse zur gleichen Zeit stattfinden.
Daher bezeichnet man einen Vierervektor x = (ct, 7) als

o zeitartig, wenn s = c?t? — 72 > 0 ist,
e lichtartig, wenn s% = c?t? — i = 0 ist,
o raumartig, wenn s = ¢t — 72 < 0 ist.

Den vierdimensionalen Raum der Viererortsvektoren z, ausgestattet mit dem verallgemeinerten Skalarprodukt
z,y", bezeichnet man als Minkowski-Raum. Man kann den Minkowski-Raum also in zeit- und raumartige Regio-
nen, getrennt durch lichtartige Vektoren, einteilen. Ein Schnitt mit y = z = 0 ist hier skizziert:

! Lichtkegel
. . 2
zeitartig (s* > 0) (s2 = 0)

Zuk

raumartig
(s <0)

raumartig

(52 <0)

zejtartig (s? > 0)
Vergangenheit

Die lichtartigen Raum-Zeit-Punkte bilden den Lichtkegel, der eine einlaufende (fiir ¢ < 0) bzw. auslaufende (fiir
t > 0) Kugelwelle beschreibt. Die zeitartige Region zerfillt in zwei nicht zusammenhéngende Teile fiir ¢ < 0, die
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Vergangenheit und die Zukunft. Diese Begriffe bleiben in der SRT absolut, d.h. Lorentz-invariant; es gibt keine
Lorentz-Transformation, die Punkte in der Zukunft in die Vergangenheit transformiert oder umgekehrt. Das muss
so sein, um die Kausalitét zu gewéhrleisten. Die raumartige Region ist zusammenhéngend; beachte die hier nicht
eingezeichneten y- und z-Richtungen.

Die Trajektorie eines Teilchens im Minkowski-Raum heifst Weltlinie. Wir schliefsen aus Experimenten wie dem
Photoeffekt, dass das Licht auch Teilchennatur hat. Die Weltlinien der Lichtteilchen (Photonen) liegen dann
offenbar auf dem Lichtkegel, da sie sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Die Bewegung von Photonen kénnen
wir aber nicht im Rahmen der relativistischen klassischen Mechanik beschreiben, was sich z.B. daran zeigt, dass
v =1/4/1—v2%/c? fiir lichtschnelle Teilchen nicht definiert ist.

Teilchen mit nicht verschwindender Masse kénnen in jedem Bezugssystem nur Geschwindigkeiten v < ¢ haben.
Thre Weltlinien liegen daher im Inneren des Lichtkegels und haben iiberall eine grofere Steigung als dieser.
Licht und massive Teilchen kénnen Informationen iibertragen, daher konnen Ereignisse auf und im Inneren des
Lichtkegels mit dem Ereignis bei (ct,7) = 0 kausal zusammenhéngen. Zwischen Ereignissen mit raumartigem
Abstand konnen keine Informationen ausgetauscht werden, da selbst das Licht dafiir zu langsam ist. Solche
Ereignisse konnen daher nicht kausal zusammenhéngen. Das ist damit konsistent, dass die zeitliche Reihenfolge
solcher Ereignisse nicht Lorentz-invariant ist.

13.4 Eigenzeit und Vierergeschwindigkeit

Die Strategie besteht jetzt darin, alle Grofen als Lorentz-Skalare oder Vierervektoren (oder hohere Tensoren, die
wir hier aber nicht brauchen) zu formulieren, dann verhalten sie sich unter Transformationen zwischen Inerti-
alsystemen richtig; mit Hilfe dieser Grofien formulierte Gesetze erfiillen das erste Postulat. Wir kennen bisher
den Orts-Vierervektor (z#). Fiir die Lagrange-Mechanik benétigen wir zumindest noch einen Geschwindigkeits-
Vierervektor (Vierergeschwindigkeit) (u*). Wie sieht dieser aus? Der Ansatz

? dxt

ut = =0,1,2,3, 13.62

o p (13.62)

ist keine gute Idee, denn t = 2°/c ist kein Lorentz-Skalar: wir haben gerade gesehen, dass sich t — ¢ unter Lorentz-

Transformationen &ndert. Damit ist (dz*/dt) kein Vierervektor. Wir bendtigen also zunéchst einen Skalar der

Zeit. Eine verniinftige Wahl ist die Figenzeit 7, also die auf einer mitgefiihrten Uhr gemessene Zeit. Sie ist per
Definition ein Lorentz-Skalar. Wir bendtigen das Differential dr. Es ist

C2d7—2 — O = C2dt2 — d(E2 — dy2 — dZ2 = d82. (1363)

Die linke Seite der Gleichung bezieht sich auf das mitgefithrte Koordinatensystem, in dem die Uhr per Definition

keinen Weg zuriicklegt. Das mitgefiihrte Koordinatensystem ist i.A. kein Inertialsystem. Da wir aber nur ein

infinitesimales Zeitintervall dr betrachten, ist unerheblich, ob das Teilchen eine beschleunigte Bewegung ausfiihrt.
Aus Gl. (13.63) folgt

Adr? = Adt? —v?dt* = (* — v?) dt? (13.64)

2 dt
S dr=y\1-Zdt==. (13.65)
¢ y

Da v > 1 ist, folgt dr < dt; im Laborsystem vergeht eine liangere Zeit als im mitgefiihrten System (Zeitdilatation).
Nun kénnen wir die Vierergeschwindigkeit als korrekten Vierervektor mit den Komponenten

dxz# dz*
- — 13.66
T T a (13.66)
definieren. Konkret gilt
0 det

U=y =6 (13.67)
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dr
i=~— =~ 13.68
d=y— =70 (13.68)
mit der gewthnlichen (Dreier-) Geschwindigkeit ¥/. Also ist

2 2

uut = (u)? — i - @ =2 — y*? = 10_%;;02 =% (13.69)
Das ist offensichtlich ein Lorentz-Skalar. Da s = cr die Bogenldnge entlang einer Weltlinie ist, ist (u*) =

(dzt/dr) = c(dx*/ds) Tangentenvektor an der Weltlinie. Mit Gl. (13.69) ist (u*/c) = (dz*/ds) der Tangen-
teneinheitsvektor an der Weltlinie.
Die naheliegende Verallgemeinerung der Beschleunigung hat die Komponenten

_ dut _ A2zt

m._ — ) 13.7
“ dr dr? (13.70)
Man sieht sofort, dass gilt
dut 1 [/ dut du 1d 1d
t, = wIZE ) 2 T by, = = — 2 =0 13.71
@t dr tn 2<d’7' Yo Tt dT) 2d7’uuH 2dTC ( )

(beachte a*u,, = a,u"). Die Viererbeschleunigung ist also immer orthogonal zur Vierergeschwindigkeit und damit

zur Weltlinie.
Wihrend das Betragsquadrat u,u” = ¢ nicht nur Lorentz-invariant, sondern auch universell ist, finden wir

fiir a,a* einen systemspezifischen Ausdruck:

du,, dut du,, dut d 2 d 2
W 22w R 2 2 2| 2 — | =7 . 13.72
W= e ) Tar at ! l(dt 76) (dt 7”) 1 (13.72)
Mit
1 . dv ,
dy d 1 1 729 "% v .o .
G E T 2, a2l ® (13.73)
)
c
wobei wir wie iiblich .
= d—: (13.74)
definieren, findet man nach einiger Rechnung
5 2
ayat = —* [72 (c . c?) +a? (13.75)
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Kapitel 14

Relativistische Dynamik

Die bisher betrachteten Bewegungsgleichungen der Mechanik (Newton, Lagrange, Hamilton) sind alle nicht
Lorentz-invariant. In diesem Kapitel geht es darum, diese Grundgleichungen geeignet zu erweitern. Dabei ge-
hen wir von zwei Préamissen aus:

e Die bisher bekannten Bewegungsgleichungen sind im Grenzfall v < ¢ korrekt.

e Die Mechanik muss Lorentz-invariant formuliert werden.

14.1 Newton-Mechanik

In der nicht-relativistischen Newton-Mechanik lautet das Bewegungsgesetz (2. Axiom) fiir konstante Masse

dv .
md—: =md=F. (14.1)

Eine naheliegende relativistische Verallgemeinerung ist

m dut
dr

= ma" = K". (14.2)

Die (trdge) Masse m ist eine Eigenschaft des Korpers, wir nehmen daher an, dass sie ein Lorentz-Skalar ist.
Damit ist die linke Seite ein Vierervektor. Die rechte Seite ist dann ebenfalls ein Vierervektor, eine relativistisch
verallgemeinerte Kraft, die wir noch nicht kennen. Sie wird auch ,Minkowski-Kraft* genannt.

Wir kénnen sofort das folgende Skalarprodukt bestimmen:

K"y, = ma*u, = 0. (14.3)

Die Viererkraft ist also immer orthogonal zur Vierergeschwindigkeit. Damit kénnen wir die zeitliche Komponente
K° der Viererkraft ausdriicken:

Kiup = KO — R = KO~ R -1 =0 (4.
K-
C

Die rdumlichen Komponenten der Viererbeschleunigung lauten, mit @ = (uq, ua, us),

du d dvy Sy dv At 9

i d . dy @w_ Y e 14.
ar @t Wdtv—i_ry dt 2 (v-a)v+77a (14.6)
mit Glg. (13.73) und der gewdhnlichen Beschleunigung @ = dv/dt. Im Grenzfall v/c — 0 folgt v — 1 und
dii/dr — @. Daher miissen im Grenzfall v/c — 0 die riumlichen Komponenten K der Viererkraft in die Kraft F
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aus dem Newtonschen Bewegungsgesetz iibergehen. Dieser Grenzfall, zusammen mit der Forderung, dass (K*)
nach Gl. (14.2) ein Vierervektor sein muss, reichen nicht hin, um (K*) eindeutig festzulegen. Das Problem
besteht darin, dass (K*) in komplizierter Weise von der Vierergeschwindigkeit (u*) abhéingen kann, der nicht
relativistische Grenzfall jedoch hochstens die fithrenden Terme fiir kleine v/c festlegt.

Die sich hier sinnvoll anschlieffende Diskussion ist in einigen Lehrbiichern unsauber. Goldsteins Darstellung
ist zwar sorgfiltig, verwendent aber eine altmodische Notation. Wir definieren zunéchst den Viererimpuls

p* = mut. (14.7)

Nun zeigen die Uhren im Laborsystem S die Zeit ¢ an und nicht die Eigenzeit 7 von irgendwelchen bewegten
Teilchen. Daher ist es natiirlicher, in der Bewegungsgleichung die Zeitableitung nach der Laborzeit ¢t und nicht
nach 7 zu verwenden,
du”  dpt dp*
—=—=7— = K¥*, 14.8
ar T dr T (148)
wobei wir gemaf Gl. (13.65) dt/dT = v eingesetzt haben. Es folgt fiir die rdumlichen Komponenten
p K =
P_2 7 (14.9)
dt ¥
Im Versuch, die Form der Newtonschen Bewegungsgleichung zu bewahren, wurde die rechte Seite der Gleichung als
F definiert. Beachte, dass Fim Gegensatz zu K nicht die rdumlichen Komponenten eines Vierervektors enthélt.
Nur im Grenzfall v/¢c — 0 wird p = m¢ und damit F die Kraft aus der nicht-relativistischen Bewegungsglei-
chung. Fiir beliebige Geschwindigkeiten gilt
p=mi = ymv (14.10)

und damit
—ymv = F. (14.11)

Interpretiert man ym als geschwindigkeitsabhingige ,relativistische Masse®, so erkennt man den Versuch, relativis-

tische Effekte im Rahmen einer Newtonschen Formulierung durch Ersetzung von m durch ym zu beriicksichtigen.

Dieser Versuch ist letztlich nicht zielfiihrend und man kann schon die Einfiithrung von F als Anachronismus sehen.
Akzeptieren wir die Definition, so gilt fiir die rdumlichen Komponenten von (K*), nach Gl. (14.9),

K =~F (14.12)
und fiir die zeitliche Komponente
F- 77
c

KO =~ (14.13)

Diese zeitliche Komponente wollen wir ndher untersuchen. Aus

du®
— =K 14.14
m (14.14)
folgt nun
d F .
— = 14.15
my 2 e T (14.15)
Lo d )
= F-U = —ymc. (14.16)
dt
Im nicht-relativistischen Grenzfall gilt
- ar
= — 14.17
7=, (14.17)

wobei T die kinetische Energie ist. Es liegt also nahe, ymc? als relativistische Verallgemeinerung der kinetischen
Energie aufzufassen, zumindest bis auf eine additive Konstante. Wir definieren daher die relativistische kinetische
Energie als

Trel := ymc?, (14.18)
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so dass gilt

= dTrel
NS . 14.19
U= (14.19)
Fiir kleine Geschwindigkeiten v < ¢ ist
2 1 v? 1
Trel = B N (1 + 3 22) =mc® + 3 moZ. (14.20)

_ v2
62

Das ist in der Tat bis auf eine Konstante der bekannte nicht-relativistische Ausdruck. Die Konstante mc? erscheint
hier auf natiirliche Weise — wir kénnten sie nur durch die alternative Definition Tye; := (7 — 1)mc? loswerden, die
unnatiirlich wirkt. Die Konstante ist aber im Rahmen der klassischen Mechanik beliebig, da sie keinerlei Kon-
sequenzen fiir die Dynamik hat. In der Allgemeinen Relativitdtstheorie hat dieser Term dagegen iiberpriifbare
Konsequenzen: Hier geht die Gesamtenergiedichte in die Grundgleichungen ein und man erhilt nur Uberein-
stimmung mit Experimenten, wenn man fiir jedes Teilchen seine Ruheenergie mc? beriicksichtigt. Auch in der
Quantenfeldtheorie, die die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen beschreiben kann, wird deutlich, dass es
sehr sinnvoll ist, einem Teilchen der Masse m die Ruheenergie mc? zuzuordnen. Das ist die Energie, die notwendig
ist, um das Teilchen in einem Zustand mit Impuls p'= 0 zu erzeugen.

Ist die kinetische Energie Ty eines Teilchens ein Lorentz-Skalar? Sicherlich nicht, da sie sich mit der Ge-
schwindigkeit des Bezugssystems dndern sollte. Tatséchlich finden wir

Tra = yme® = mule = p°, (14.21)

die kinetische Energie ist also bis auf einen konstanten Faktor die zeitliche Komponente des Viererimpulses

R Trc N
") =" p' 0% %) = < cl,p)- (14.22)

Das gilt natiirlich nur, weil wir die Ruheenergic mc? in T} eingeschlossen haben. Wieder finden wir, dass die
Ruheenergie in der SRT auf natiirliche Weise erscheint.
Wir erhalten eine wichtige Beziehung fiir die kinetische Energie: Es ist

T2

m2e2 = m2u#uu = pupt = )2 — ()2 — (p?)% - (p®)% = (;726‘1 —p2, (14.23)
also
T =2 +mPct. (14.24)
Ein freies Teilchen hat nur kinetische Energie, E = T;¢1. In diesem Fall ist
E? =% + m2ct (14.25)
oder
E =+/p2c®+ m2ct (14.26)

Beides sind gebrauchliche Formen der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung fiir freie Teilchen.
Beachte, dass wir die Kraft F' in Gl. (14.9) immer noch nicht kennen. Wir haben bisher nur untersucht, welche
Konsequenzen sie hat. Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen gehen wir zum Lagrange-Formalismus tiber.

14.2 Lagrange- und Hamilton-Mechanik

Systematischer als im Rahmen der Newton-Mechanik 1dsst sich die relativistische Mechanik mit Hilfe des Lagrange-
Formalismus formulieren. Wir betrachten das freie Teilchen und das Teilchen im elektromagnetischen Feld. Das ist
keine wirkliche Einschrankung, denn von den fundamentalen Kréften erfordern die schwache und die starke Kraft
i.A. eine quantentheoretische Beschreibung und die Gravitation lasst sich zwar klassisch beschreiben, aber nicht im
Rahmen der SRT. Der gescheiterte Versuch, die Gravitation in der SRT zu behandeln, fiihrte zur Entwicklung der
Allgemeinen Relativitdtstheorie durch Einstein. In diesem Abschnitt werden wir die Form der Lagrange-Funktion
ausgehend vom nicht relativistischen Grenzfall und der Bedingung der Lorentz-Invarianz i.W. raten und dann die
Konsequenzen iiberpriifen.
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14.2.1 Lagrange-Gleichung fiir das freie Teilchen

Um die Lagrange-Mechanik fiir ein relativistisches Teilchen (einen relativistischen Massenpunkt) zu formulieren,
kénnen wir vom Hamiltonschen Prinzip ausgehen: 6.5 = 0. Sicherlich miissen die Wirkung S und die Lagrange-
Funktion L Lorentz-Skalare sein. Das erreichen wir durch die Definition der Wirkung

T2
S ::/ dr L(z°, ', 22, 2300wl u?, u®;7) (14.27)
T1
Diese fiihrt analog zu Abschnitt 5.6 auf die Lagrange-Gleichungen 2. Art,
d 0L oL
el R =0,1,2,3. 14.28
d’T aup/ axﬂ ) /"L ) ) ) ( )

Die Lagrange-Gleichungen enthalten Ableitungen nach Komponenten von Vierervektoren (Vierergradienten). Wir
miissen kurz diskutieren, wie diese Ableitungen definiert sind. Da sicherlich gilt

0z Ox!
30 =T 1, (14.29)
folgt, mit der Summenkonvention,
ozt

(vgl. div# = 3). Dies legt nahe, dass die Ableitungen 9/9x* nach kontravarianten Komponenten z* einen kova-
rianten Vektor bilden, denn sonst wére der Ausdruck dz*/dz* nicht wohlgeformt. Wir schreiben also

0
mn = w (14.31)
und analog
0
Hoi= —. 14.32
0 o, (14.32)

Man kann leicht zeigen, dass sich die d,, tatséchlich wie kovariante Komponenten transformieren: Es gilt

z, =Lz, und 2" =L",z". (14.33)
Aus der Kettenregel und der zweiten Gleichung folgt
0 oxz¥ 0 D
au—@—@@—lfu@—fdu@w (14.34)
Wegen LV/\LV# = 52 lautet die Umkehrung
9, = L,"0,. (14.35)
Vergleich mit der ersten Gleichung in (14.33) ergibt die Behauptung.
Die Komponenten von (9,) und (9*) lauten
o o0 o0 0 10 -~
00,01,02,03) = | 7=, =75 2=1=|-=.V ], 14.36
(%0, 91, 92, 3s) (83}0 Orl’ Oz 83:3) <c@t ) ( )
o o0 o0 0 10 =
80 81 82 83 = - — — — | = =. -V . 14.37
(9°,0°,9°,57) Oxg’ Ox1’ Oxy’ Oxs cot’ ( )
Beachte, dass die Vorzeichen im Vergleich zu
(z0, 71,2, 73) = (ct, —7), (14.38)
(2%, 2, 2%, 2%) = (ct, 7) (14.39)

umgekehrt sind. Als Beispiel betrachten wir die Viererdivergenz

0xz% ozt 9x2  02°
=5t oat T T o b (14.40)

Wie muss L fiir ein freies Teilchen aussehen? Wir stellen die folgenden plausiblen Forderungen:

Oux
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1. Wegen der Homogenitéit von Raum und Zeit darf L nicht vom Orts-Vierervektor (Raum-Zeit-Punkt) (z#)
abhéngen.

2. Wir nehmen an, dass das Teilchen nicht altert, daher darf L nicht von 7 abhéngen.

3. L muss ein Lorentz-Skalar sein, der wegen Punkt 1 nur vom Vierervektor (u#) abhéngt. Daher kann L nur
vom Skalar u,u* abhéngen.

4. Fiir v < ¢ muss fiir L dr der nicht-relativistische Grenzfall
1
Lodt =3 muv*dt (14.41)
herauskommen, zumindest bis auf ein totales Differential.

Wir machen fiir die Lagrange-Funktion den Ansatz

RAHHL R
L: (14.42)

(2% 2, 2%, 23 w0 ul u? ud ) oy /uul

mit einer noch unbestimmten Proportionalitdtskonstanten a. Dies ergibt

dt / 2
Ldr = a\/u,ur dr = ac; =acy/1l— Z—z dt. (14.43)

Im Grenzfall v < ¢ erhalten wir

1 v? r
Ldr 2 ac|l— - — |dt =acdt — — av?dt, (14.44)
2 c? 2c
worin acdt ein irrelevantes totales Differential ist. Also miissen wir o« = —me setzen und erhalten

L = —mc/u,ur. (14.45)

Nun koénnen wir die Lagrange-Gleichungen auswerten. Es ist

_d oL OL
I
~—~
=0

= —mc i—a \/ u¥uP
N dr our Ve

d gup(dhuP +u”dh) d Zu,
= —mc — = —mc —

dr  2\/g,,u"uP dr 2\/u,uP
- (14.46)

dr

fiir u = 0, 1,2, 3. Es ist wesentlich, dass wir nicht sofort in L die Identitéit u,u" = ¢? einsetzen diirfen — L ist nicht

einfach eine Grife, sondern eine Funktion von (ut) und ¢? ist eine andere Funktion als u,u”. Daher bekiimen
wir sonst eine falsche Ableitung nach u*. Erst nachdem wir die Ableitung nach u* ausgefiihrt haben, diirfen wir
die Identitdt ausnutzen.

Aus den Lagrange-Gleichungen folgt (u#) = const und in Komponenten

u’ = yc=const = = const (14.47)
und
@ =0 =const = U= const. (14.48)

Die erste Gleichung ist redundant, da v = 1/4/1 —0v2/c? ist. Also finden wir ¢ = const, wie im nicht-
relativistischen Grenzfall — ein kréftefreies Teilchen bewegt sich gleichférmig und geradlinig. Newtons erstes Axiom
bleibt also in der SRT giiltig.
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14.2.2 Lagrange-Gleichung fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld

Im nicht-relativistischen Fall hatten wir

L:%UQ—F%ﬁ-/T—q(b. (14.49)

Wir verwenden nun Gauftsche Einheiten, was fiir die relativistische Formulierung niitzlich ist. Dies fiihrt zu dem
zusétzlichen Faktor 1/c im zweiten Term. Der zweite und dritte Term sehen schon nach einem verallgemeinerten
Skalarprodukt aus. Wir definieren das Vierervektorpotential

(Ao, Ay, As, A3) = (9, - A) (14.50)
und ,raten” die relativistische Form der Lagrange-Funktion,

L =—mcvu,u’ — 4 u’A,. (14.51)
c

Den ersten Term hatten wir schon fiir das freie Teilchen gefunden. Die Lagrange-Gleichungen lauten dann

B i oL B oL
©dr Qut Ozm
du, qdA, q 0O
_ ey, gqgaa, 4 va,
mn dr c dr c Ozt u
du, qdA, q ,04,
I LN 1.V 14.52
" T ¢ dr c  Oxr’ (14.52)
also d dA 94
W 148 1, v 90 (14.53)

dr ¢ dr c Ozt

Durch Vergleich mit Gl. (14.2) sehen wir, dass die relativistische Kraft auf ein Teilchen im elektromagnetischen
Feld

qdA, q , 04,
=—= = 14.54
" c dr ¢ Oxt’ (14.54)
w__ada* q , 04, 14.55
cdr ¢ Oz, (14.55)
lautet. Durch Einsetzen von u, = dx,/dr folgt

2 A v 0A

oy _ _gdA,  gda” 04, (14.56)

dr2 ¢ dr c dr Ozr’

Man kann zeigen, dass fiir v < ¢ die Bewegungsgleichung mit der bekannten Lorentz-Kraft herauskommt.
Beispiel: Gleichformiges, zeitunabhéingiges F-Feld in z-Richtung. In diesem Fall ist

E=Ej (14.57)

und eine sinnvolle Wahl der Potentiale (,Eichung®) ist ¢ = —Fx und A = 0. Diese Wahl ist konsistent, da
E=-V¢=FE2 Esfolgt A= —FEx=—-Ex', A = Ay = A3 = 0 und die Bewegungsgleichungen lauten, fiir uo:

dup __qdAo g 0040 B del ¢B

(14.58)

dr c dr c Ox9 c dr

Es folgt

du®  duy qE dzt qE
_ _ — ) 14.59
dr dr me dr me Y ( )



14.2. LAGRANGE- UND HAMILTON-MECHANIK 179

Und fir ug: oA
duy ydél{ q o 9Ao q 0 E o
=127 20— A0 = 27,0 14.
de chJrcu ozt cu cu (14.60)

Es folgt

dut duy qE

T 14.61

dr dr +mcu (14.61)

Wir erhalten also zwei gekoppelte Differentialgleichungen fiir 4% und u'. Wenn wir sie jeweils nochmal nach 7
ableiten und eine in die andere einsetzen, erhalten wir

d?u®  qF du' qF 2 0
P (m) uw (14.62)
d*u'  gF du® qF 2 1
arz  me dr <mc) v (14.63)

Wir betrachten speziell die Anfangsbedingung #(0) = 0 = u°(0) = ¢, u!(0) = v?(0) = u3(0) = 0 (,Teilchen in
Ruhe). Dann ist die Losung

E
O(7) = ccosh = 14.64
u’(T) = ccos T ( )
1 ., qF
= h—r. 14.65
u (1) = csin T ( )
Beachte zur Probe, dass wir
E E
uut = (u)? — (u')? = (cosh2 e e T> =c? (14.66)
me me

erhalten, wie es sein muss.
Wir withlen 0.B.d.A. den Koordinatenursprung am Anfangs-Raum-Zeit-Punkt, also z#(0) = 0. Aus dieser
zusétzlichen Anfangsbedingungen folgt

T 2 E

ct =20(1) = /0 dr' v’ (1) = 7:;—2 sinh% T (14.67)
T 2 E

r=2x' (1) = /0 dr' u' (') = TZ—; <coshzw7' - 1> . (14.68)

Fiir die Beschreibung der Bewegung im Laborsystem ist es niitzlich, den Ort 2 durch die Laborzeit ¢ auszudriicken,

mc? 5 qFE mc? qF 2
= —— | {/sinh” — 1-1)=— —t 1-1]. 14.
x o ( sin ch—i— B (mc ) + (14.69)

Fiir kleine Zeiten ist dies

me? 1 /(qE\" , 1g , 1
= — | — ]t =—-—1t" = =at”. 14.70
* qF 1+2(mc) ~ 2 m 2 ( )
Das ist genau die nicht-relativistische, gleichférmig beschleunigte Bewegung. Unsere Rechnung stimmt also im
nicht-relativistischen Grenzfall.
Fiir grofe Zeiten folgt dagegen

2 4B
Me By _ o, (14.71)

I

x

qF mc
Die im Laborsystem gemessene Geschwindigkeit ist dz/dt. Diese geht fiir ¢ — oo gegen c¢. Das Teilchen bewegt
sich fiir ¢ > mec/qF also praktisch mit Lichtgeschwindigkeit. Es wird aber trotz des gleichférmigen Feldes niemals
schneller als c. Gleichung (14.65) zeigt, dass die erste Komponente der Vierer-Geschwindigkeit u! {iber ¢ hinaus
wiachst. Dies ist aber nicht die im Laborsystem gemessene Geschwindigkeit.
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:L’ 7
7
7
Ve
ct -
7

Ve

7/

7
Ve
7
7
7
0 mc t
qF

14.2.3 Ubergang zur Hamilton-Mechanik

Am letzten Beispiel, dem Teilchen im elektromagnetischen Feld, betrachten wir noch den Ubergang zum Hamilton-
Formalismus. Wir definieren den kanonischen Impuls hier durch

0L

Py = _07

e (14.72)

das Minuszeichen sorgt dafiir, dass die rdumlichen Komponenten im nicht-relativistischen Grenzfall die bekannte
Form haben. Es folgt

0 = . q U q q
pH:ch\/uuu —i—zAM:mc ufuy+zAM:muM+EAM. (14.73)

In der Legendre-Transformation miissen die beiden Terme wegen des expliziten Minuszeichens in p, nun das
gleiche Vorzeichen haben. Wir definieren daher

H(z",p") :==puu" + L

ik () e [ ) (- ) L (- Ta) a,

Sl E) () oo ) (- L) e

Man zeigt leicht, dass die kanonischen Gleichungen wieder dieselben Bewegungsgleichungen ergeben wie oben.
H hat aber nicht die Bedeutung der Energie des Teilchens. Tatséchlich erhalten wir, wenn wir die Losung der
Bewegungsgleichungen in die Funktion H (z#,p*) einsetzen,

_ 4 p_ DA — 20wt = m2e?
(p# cA”) (p CA ) mu,ut = mc (14.75)
= H(z" p") = me* —me? =0. (14.76)

Analog zum Fall der Lagrange-Funktion ist wichtig, sich klar zu machen, dass nicht etwa H als Funktion von z#
und p* konstant gleich Null ist. Dann ergében sich nicht die richtigen Bewegungsgleichungen, sondern einfach
x#* = const und p* = const. Vielmehr finden wir, dass die Hamilton-Funktion in unserem Beispiel nur fiir eine
real mogliche Bahn den zeitunabhéngigen Wert Null annimmt.



Kapitel 15

Hamilton-Jacobi-Theorie

Die Hamilton-Mechanik ist invariant unter der grofien Klasse der kanonischen Transformationen. Es liegt nahe,
diese Freiheit auszunutzen, um die Bewegungsgleichungen (kanonischen Gleichungen) zu vereinfachen. In diesem
Kapitel besprechen wir eine Methode, die diese Idee umsetzt. Wir werden die géngige, nicht-relativistische For-
mulierung benutzen. Es ist moglich, die folgende Methode relativistisch zu verallgemeinern, dies geht aber iiber
den Stoff dieser Vorlesung hinaus.

15.1 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir haben wiederholt gesehen, dass zyklische Koordinaten die Losung stark vereinfachen. Es wére daher niitzlich,
alle Koordinaten mittels einer kanonischen Transformation zyklisch zu machen. Noch besser wére, wenn auch die
zugehorigen Impulse nicht in der Hamilton-Funktion H auftreten wiirden. Es erscheint kaum glaublich, dass das
moglich sein kdnnte, aber es existiert tatséchlich ein Verfahren, das genau dies im Prinzip erreicht, wenn auch
nur fiir eine bestimmte Klasse von Systemen.

Es sei H(q,p,t) gegeben. Wir fordern mutig, dass fiir die neue Hamilton-Funktion H (@, 13, t) = 0 gelten soll.
Dann sind die kanonischen Gleichungen alle trivial:

oH

Q; = op, = 0 = @Q; =const, (15.1)
: OH
Pj = 78623‘ =0 = Pj = const. (15'2)

Wir kénnen dann im Prinzip (@, ﬁ) aus den Anfangsbedingungen bestimmen.
Es ist zweckméRig, eine erzeugende Funktion vom Typ F5(q, P,t) zu wahlen. Es soll gelten

H=H+—==0. (15.3)

Die gesuchte Funktion F5 nennt man auch Hamiltonsche Wirkungsfunktion und verwendet das Symbol S(¢, ]3, t).
Einsetzen von p; = 5/0¢; in Gl. (15.3) ergibt

oS oS oS
H — .., —t — =0. 15.4
(q17 » 485 8(]1, ) aqsa ) ot ( )

Das ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung. Es handelt sich um eine partielle Differentialgleichung fiir die gesuchte
Funktion S, da sie partielle Ableitungen von S enthélt. Sie ist erster Ordnung, da nur erste Ableitungen auftreten.

Beachte, dass die Hamilton-Jacobi-Gleichung nur die ¢~ und ¢-Abhéngigkeit von S betrifft, aber nicht die
ﬁ—Abhéngigkeit. Die allgemeine Losung fiir S als Funktion von ¢ und t enthélt S + 1 freie Parameter, da die
Hamilton-Jacobi-Gleichung S + 1 erste Ableitungen enthélt. Einen dieser Parameter kénnen wir als additive
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Konstante wahlen, da tiberhaupt nur Ableitungen von & vorkommen, nicht S selbst. Diese Konstante ist aus
demselben Grund irrelevant fiir die Dynamik und kann ignoriert werden. Es bleiben S Parameter ;. Wir haben
bisher noch gar nicht festgelegt, was die neuen Variablen Cj, P eigentlich sein sollen, aufer dass sie Konstanten
der Bewegung sind. Jetzt wéhlen wir die S konstanten Impulse P; als die S Parameter o; in der Lésung der
Hamilton-Jacobi-Gleichung. Da H =0 ist, sind diese Impulse konstant,

Pj =a; =const fiirj=1,...,5. (15.5)
Haben wir die Hamilton-Jacobi-Gleichung (15.4) gelost, so sind die neuen Koordinaten gegeben durch

_ 98(4,d,1)

Q;(q,a,t) =:Bj =const firj=1,...,5, (15.6)
80éj
wobei § die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ist. Dies sind S algebraische Gleichungen fiir S Unbekannte

qj = qj (&, 5 ,t), die wir im Prinzip l6sen kénnen. Schlieflich erhalten wir die Impulse

- aS(q,a,t)
p;(q,d,t) = (3q,)7 j=1....58 (15.7)
J

durch Einsetzen der Losungen fiir ¢; und damit die allgemeine Losung fiir (¢, p) abhéngig von 25 freien Parametern

-,

(d, ), die wir z.B. aus den Anfangsbedingungen bestimmen.

Ist das immer moglich? Koénnen wir also fiir jedes mechanische System auf diese Weise eine erzeugende Funktion
S finden, die eine kanonische Transformation auf ein triviales Problem erzeugt, zumindest im Prinzip? Die Antwort
ist nein. Das Problem liegt in der Wahl der neuen Impulse P; als die S Parameter in der Losung der Hamilton-
Jacobi-Gleichung. Das setzt voraus, dass diese Grofen die fundamentalen Poisson-Klammern {P;, P;}z57 = 0
erfiilllen, oder allgemeiner, dass iiberhaupt S unabhéngige Konstanten der Bewegung P;(q,p) existieren, die
{P;, P;} 75 = 0 erfiillen. Das ist aber i.A. nicht der Fall. Dieser Punkt wird in den meisten Lehrbiichern unter den
Teppich gekehrt. Bei der Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung driickt sich das Problem i.A. dadurch aus, dass
keine eindeutige und tiberall differenzierbare Wirkungsfunktion S(q, ]3, t) auf dem gesamten Konfigurationsraum
(Raum der ¢) und fiir alle Zeiten ¢ existiert.

Beispiel: Der harmonische Oszillator hat die Hamilton-Funktion

p?

1
H=*"—+ - mwid. 15.
2m—|—2mw0q (15.8)

Wir suchen die Losung S(g, P,t) der Hamilton-Jacobi-Gleichung

oS oS
1 /S 1 ,, 88

Wir 16sen diese Gleichung mit dem Separationsansatz S(q, P,t) = W(q, P) + V(t, P):

1 (oW 1 oV
5 <8q> + 5mw3q2 =5 (15.11)

Die linke Seite héngt von ¢, aber nicht von ¢ ab, die rechte von ¢, aber nicht von g. Damit beide fiir alle ¢, t gleich
sind, missen sie beide von ¢, ¢ unabhéngig sein. Es existiert also eine nur von P abhéngige Funktion a(P) mit

1 (oW 1
5 (8(1) +5 mwig® = a, (15.12)

oV
o = (15.13)



15.1. DIE HAMILTON-JACOBI-GLEICHUNG 183

Es folgt einerseits
V=—at+V, (15.14)

wobei Vj nur von P abhéngen darf, und andererseits

oW 2a
—— = 14/2 —m2w3g? =+ —q2 15.15
94 \/2ma — mPwiq mwowlmwg q ( )

= W= :I:mwo/dq

—q% + Wy, (15.16)

wobei Wy nur von P abhdngen darf. Wir konnen a(P) beliebig wihlen, da die Gleichungen bisher P iiberhaupt
nicht einschrénken. Wir wéhlen speziell « = P. Dann ist

2
S(qa,t) =W +V = :tmwo/dq 5 —q¢? —at + Sp(a). (15.17)
0

Die Grofie Sp(a) hangt nicht von den unabhéngigen Variablen ¢, ¢t der Hamilton-Jacobi-Gleichung ab und ist
gerade der (S + 1)-te, irrelevante Parameter in der allgemeinen Losung. Wir kénnen daher Sp(a)) = 0 setzen. Das
Integral {iber ¢ lassen wir stehen, weil wir seine explizite Form im Folgenden gar nicht bendtigen. Es folgt

0 oS " /d 1 2 ;
=_—— =+tmw -
Oa 0 ¢ 9 /nfﬁz P mw3
[m
= :I:— —t=*— — —t. 15.18
/ \/7 arcsm (wo o q) ( )

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung stellt aber sicher, dass () = const =: g ist. Wir stellen nach ¢ um:

—\/ blnwo t+8). (15.19)

Damit ist das Problem gelost. Weiter ist der Impuls, unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung,
oS 2a
— -4 — g2 15.20
p=5, =tmeo [~ (15.20)

2 2
p= :I:mwo\/ & = =2 sin?wo(t + B) = £v2am coswo(t + ). (15.21)

und, mit g eingesetzt,

mwg MW

Das Vorzeichen kénnen wir als ,,+“ wéhlen, da ,,—* durch eine Phasenverschiebung wyf8 — wof + 7 absorbiert
werden kann. Damit haben wir die allgemeine Losung gefunden, die wie erwartet zwei Parameter «, 8 enthélt.
Es ist natiirlich dieselbe Losung, die wir schon kennen.

Der Hamilton-Jacobi-Formalismus ist zugegebenermafen nicht sehr niitzlich bei der Lésung des ohnehin ein-
fachen Problems des harmonischen Oszillators. Er ist aber konzeptionell interessant: Wir haben S gew6hnliche
Differentialgleichungen 2. Ordnung (Lagrange) in 2.5 gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung (Hamilton)
und dann in eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung (Hamilton-Jacobi) tibersetzt. Die Information {iber
die Dynamik eines mechanischen Systems mit S Freiheitsgraden steckt hier in einem Feld S(g,d,t). Dieselbe
Idee steht hinter der Schrédingerschen Formulierung der Quantenmechanik, in der das System durch eine Wel-
lenfunktion (g, t) beschrieben wird. Im klassischen Grenzfall der Quantenmechanik kann man tatséchlich die
Wellenfunktion ¢ mit der Wirkungsfunktion S in Verbindung bringen.
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15.2 Bedeutung der Wirkungsfunktion

Die Wirkungsfunktion S(g, ]37 t) erzeugt nicht nur eine kanonische Transformation mit H = 0, sondern hat auch
eine unmittelbare physikalische Interpretation. Um diese zu finden, bilden wir die totale Zeitableitung

dS oS . oS - oS
a- (i b )5

. GIANGS
7 ~~ =0
=p;
=> pig;+ H —H=L. (15.22)
J =

Die totale Zeitableitung ist also die Lagrange-Funktion.

Dieses Ergebnis ist iiberraschend, weil wir oben gesehen haben, dass eine totale Zeitableitung in L irrelevant
fiir die Bewegungsgleichungen ist. Des Rétsels Losung ist, dass S von den Variablen ¢, 13, t abhéngt und wir bei
der Herleitung verwendet haben, dass alle P; Konstanten der Bewegung sind. Die P; sind aber Funktionen von
q, P, t, deren Konstanz erst aus der Lésung der Bewegungsgleichungen folgt. Das Resultat gilt also nur fiir die
tatsdchliche Bewegung q(t) des Systems. Es impliziert nicht, dass sich die Funktion L(q,q,t) allgemein als totale
Zeitableitung schreiben lésst.

Damit wird die Bezeichnung von S einsichtig: Die im Hamiltonschen Prinzip auftretende Wirkung ist das
bestimmte Integral

ta
S = / dt L (15.23)
ty
zwischen den festen Anfangs- und Endzeiten. Also ist
S =S8(ta) — S(t1). (15.24)

Die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung liefert also zusétzlich die Wirkung fiir die tatséchliche Bewegung des
Systems.
Beispiel: Fiir den harmonischen Oszillator haben wir

2
S(q,a,t) = mwo/dq a2 — g2 — at + const
\/ mw
a mw3 am mw3
= —arcsin{/ —=q+ 4/ —qt/1 — —= ¢%2 — at + const (15.25)
wo 2 2 2c
und damit

s _ fma 1 Jom [ ome§ ,  Jam meg g ia
dt 2 /1 _ %qg 2 2 2 2c /1 _ rr;i:)qu
2 : / 2
_ [ me 1_mw0q2 9 , 4 am l_mWOqu'_a
2 20 mw? o 2 200
V1- 34
2
2
:\/Qamwl—%(ﬁq’—a:m\/%—w%(fq'—a. (15.26)

Gleichung (15.12) zeigt, dass « die erhaltene Energie E ist. Also setzen wir

1 1
a=EFE= 3 mg? + 3 mwiq? (15.27)

ein:

d

S : o1, 1
EZm\/q2+y%q/Z—Wq—§mq2—§mw§q2
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1 . 1 .
= 5 mi* = 5 mwiq® = L(g,q)- (15.28)
Fiir allgemeine Funktionen ¢ = ¢(¢) ist dies nicht die totale Zeitableitung irgendeiner Funktion F(q,t). Wir haben

uns beim Einsetzen von a = E auf die tatséchliche Bewegung beschriankt.

15.3 Die Hamiltonsche charakteristische Funktion

Der Separationsansatz aus dem Beispiel aus Abschnitt 15.1 ldsst sich immer anwenden, wenn die (alte) Hamilton-
Funktion H nicht explizit (und daher auch nicht implizit) von der Zeit abhéngt. Dann lautet die Hamilton-Jacobi-
Gleichung

oS oS oS
H e, — =0. 15.29
(QIv 7QS7aq17 78%‘) 315 ( )
Mit dem Separationsansatz

S(q, a,t) =W(q,d) — Et (15.30)

erhalten wir o oW
H i ——...,— | = E. 15.31
<q17 ,4s; 6(]17 78qs) ( 3 )

Ist das System konservativ mit hochstens skleronomen Zwangsbedingungen, so ist die Hamilton-Funktion gleich
der Energie, daher das Symbol E. Die Beziehung gilt aber allgemeiner, wenn immer OH /9t = 0 ist. VW nennt man
Hamiltonsche charakteristische Funktion.

Die Funktion W = W(q, 13) ldsst sich als erzeugende Funktion vom Typ 2 auffassen, die auferdem nicht
explizit von der Zeit abhéngt. Die von ihr erzeugte kanonische Transformation lautet

oW a8

= =2 15.32
ow 0§
Qj = TPJ = TPJ»’ (15.33)
H=H+ %V =H. (15.34)
~~

=0

Per Konstruktion sind die neuen Impulse P; = «; konstant. Weiter ist auch H = F konstant. Nach der dritten
Gleichung ist }
H = H = E = const. (15.35)

Ausgedriickt durch die neuen Variablen kann H daher nur von den Konstanten P; = a; abhéngen. Der erste Satz
von kanonischen Gleichungen lautet also

Q= 5 = 5o ) = () (15.36)
wobei die w; (&) alle konstant sind, weil sie nur von Konstanten abhéngen. Es folgt sofort
Qj = wi(@)t + B, (15.37)
mit S weiteren Konstanten 3;. Aus den S Gleichungen
o W) = @, = (@)t + 5, (15.38)

erhalten wir schliefilich die S generalisierten Koordinaten g;(t).

Wie die urspriingliche Hamilton-Jacobi-Gleichung liefert dieses Verfahren nur dann eine globale Losung,
wenn S Konstanten der Bewegung «; existieren, die unabhéngig sind und die fundamentalen Poisson-Klammern
{ai,a;} = 0 erfiillen. Im néchsten Kapitel werden wir fiir Systeme mit dieser Eigenschaft den Begriff integrabel
einfithren und sehen, welche Relevanz Integrabilitiat hat. Auferdem werden wir untersuchen, was passiert, wenn
weniger Konstanten existieren.
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Kapitel 16

Nichtlineare Dynamik

In diesem letzten Kapitel der Vorlesung wollen wir die moglichen Bewegungen von mechanischen Systemen ge-
nauer ansehen. Das Experiment zeigt, dass gewisse Systeme eine einfache Dynamik zeigen, in dem Sinn, dass die
Bewegung eine Uberlagerung von gleichformigen Translationen und periodischen Bewegungen ist. Das ist z.B. fiir
das Zweikorperproblem und fiir den symmetrischen schweren Kreisel der Fall. Andere Systeme zeigen eine kom-
plexe Dynamik, die wir nicht so zerlegen kénnen und die wir ,chaotisch® nennen. Dazu gehéren das Doppelpendel
und das N-Korper-System mit N > 2. Zentral fiir die Unterscheidung ist die Idee der Integrabilitdt. In diesem
Kapitel beschranken wir uns auf zeitunabhéngige Hamilton-Funktionen.

16.1 Integrabilitat

Es gibt verschiedene, nicht dquivalente Begriffe der Integrabilitdt. Moderne Untersuchungen verwenden oft Me-
thoden der Differentialgeometrie und Topologie und kénnen daher in dieser Vorlesung nicht besprochen werden.
Aber auch sonst konnen wir diesem Thema hier nicht wirklich gerecht werden. Zumindest qualitativ kénnen
wir aber sagen, was Integrabilitdt bedeuten soll: Ein mechanisches System soll integrabel genannt werden, wenn
die Losung seiner Bewegungsgleichungen auf die Berechnung von eindimensionalen Integralen (also auf ,Quadra-
turen”) zuriickgefiihrt werden kann. Ob diese Berechnung analytisch oder nur numerisch moglich ist, ist dabei
unerheblich. Die Definition soll ja nicht davon abh&ngen, welche Integrale fiir wichtig genug gehalten wurden, um
eigene Namen zu bekommen.
Systeme mit einem Freiheitsgrad (S = 1) und 0H/Jt = 0 sind immer integrabel. Wir kénnen némlich die
Gleichung
H(q,p) = const =: E (16.1)

(E ist nicht unbedingt die Energie) nach p auflosen,

p=1i(q. 2). (16.2)
Die erste kanonische Gleichung ist
OH
i 16.3
1= v(q,p), (16.3)
also
¢ =v(q,11(q, E)), (16.4)

was wir durch Trennung der Variablen 16sen kénnen,

dq B
v(g, (g, E)) a (16.5)
dq B
- /v(q,H(q, E)) S 16:0)

187
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Die Lésung wurde also tatséchlich auf ein eindimensionales Integral zuriickgefiihrt. Es ist die allgemeine Lisung,
da sie die zwei Parameter £ und C' enthélt.

Im Beispiel kénnen wir die Losung der Bewegungsgleichungen, zwei Gleichungen erster Ordnung, auf eine
Integration zuriickfiihren, weil eine Konstante der Bewegung (Erhaltungsgrofe), ndmlich H, existiert. Konstanten
der Bewegung spielen allgemein fiir die Integrabilitéit eine zentrale Rolle.

16.1.1 Der Involutionssatz von Liouville und Arnold

Liouville und Arnold haben gezeigt, unter welchen Bedingungen die gebundenen Bewegungen eines Systems
integrabel sind. Der Satz formuliert hinreichende Bedingungen, er sagt nichts iiber notwendige Bedingungen aus.
Alternativ werden die Voraussetzungen des Satzes auch zur Definition von Integrabilitit verwendet. Wir werden
in diesem Sinne von ,Integrabilitét nach Liouville und Arnold* sprechen. Die Aussage lautet:

Ein réumlich beschrénktes System mit S Freiheitsgraden ist integrabel, wenn S Phasenfunktionen I;(q,p),
j=1,...,5, mit den folgenden Eigenschaften existieren:

1. Die I; sind Konstanten der Bewegung, also
{H,I;} =0 Vj. (16.7)
2. Die Poisson-Klammern der I; verschwinden,
{I;,I;} =0 Vi,j. (16.8)
Man sagt, solche Funktionen sind in Involution.

3. Die totalen Differentiale
dl-——g L dq +jdp> 16.9
! ( Qk g Dk ; (16:9)

sind linear unabhéngig. Das bedeutet, dass der Rang der S x 2S5-Koeflizientenmatrix

o6 0L, 05 ol
: S : (16.10)
(9]5 (9]5 8]5 61,5‘

maximal, ndmlich gleich S, sein muss.

Den nicht einfachen Beweis lassen wir hier aus. Die Behauptung ist aber plausibel: Nur wenn die Bedingungen
erfiillt sind, kénnen wir die S Konstanten I; als neue Impulse P; in einer kanonischen Transformation wéhlen.
Das heifst, dass die Wahl der freien Parameter in der Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung aus Kapitel 15 als
P; nur moglich ist, wenn das System integrabel nach Liouville und Arnold ist.

Es existiert immer mindestens eine Konstante der Bewegung, die die Bedingungen des Satzes erfiillt, ndmlich
I, = H (es sei daran erinnert, dass wir in diesem Kapitel 9H/Jt = 0 annehmen). Andererseits existieren héchstens
S solche Konstanten der Bewegung. Das kénnen wir leicht zeigen: Wir nehmen dazu an, dass S + 1 Konstanten
der Bewegung I;, j = 1,...,5 + 1, existieren, die die Bedingungen erfiillen. Wir wihlen 0.B.d.A. I; bis Ig als

neue Impulse:
Pi=1I;, j=1,...,8 (16.11)

Neue Koordinaten @); bestimmen wir so, dass die Transformation (g, p) — (@, P) kanonisch ist. Nun soll dIg;,
von dI; = dPy,...,dIg = dPs linear unabhéngig sein. Daher kdnnen wir keine Koeffizienten 71, ..., vg finden,
so dass gilt

S
dlsp1 =Y 7;dP;. (16.12)
j=1
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Andererseits bilden (Cj, ]3) einen vollstandigen Satz von Variablen, also kénnen wir Koeflizienten 4, +; finden mit

S

dlspr =) (0;dQ; +7; dP)). (16.13)
j=1

Aus den beiden Aussagen folgt, dass zumindest ein k existiert, so dass &y # 0 ist. Aber dann ist

_ (Vs 9P 0lssy 9P
{Is41, e} = {Is41, Pu} = Z ( 0Q; 0P; opP;  0Q; )
J ~—~— ~—~—
=0k =0
_ Olsq

= o =0k #0, (16.14)

im Widerspruch zur Voraussetzung. Mehr als S Konstanten der Bewegung koénnen also nicht unabhéngig und in
Involution sein.
Wir betrachten nun einige Beispiele:

1. Ein Freiheitsgrad (S = 1): Solche Systeme sind immer integrabel, da I; = H eine Konstante der Bewegung
ist und Bedingungen 2 und 3 trivial erfiillt sind.

2. Allgemeines dreidimensionales Zentralpotential: Es ist S = 3. Die Hamilton-Funktion lautet

o= v (16.15)
T 2m ' '

Konstanten der Bewegung sind H = E und der Drehimpuls L= (Lg, Ly, L,). Letzteres folgt mit Hilfe
des Noether-Theorems aus der Invarianz von H unter beliebigen Rotationen, siche Abschnitt 5.8. Das sind
zundchst 4 > S Erhaltungsgrofien. Sie erfiillen aber nicht die Bedingungen des Involutionssatzes. Es gilt

namlich
{La:aLy} = Lz7 (16.16)
{Ly, L.} = Ly, (16.17)
{szLz} = Ly, (1618)

die Drehimpulskomponenten sind also nicht in Involution. Jedoch kann man leicht zeigen, dass fiir L? =
L2 + Li + L2, was natiirlich auch eine Erhaltungsgrofe ist, gilt

{I* L,y ={L*L,} ={L* L.} =0. (16.19)

Damit haben wir drei Konstanten der Bewegung, z.B. E, L, und L?, die in Involution stehen. Wegen S = 3
ist das Zentralkraftproblem damit integrabel. Dies gilt auch fiir das Zweikorperproblem der Himmelsmecha-
nik, fiir das die Relativbewegung ja von der Hamilton-Funktion in Gl. (16.15) beschrieben wird. (Die drei
Komponenten des Schwerpunktimpulses sind drei weitere Erhaltungsgréfen in Involution mit den iibrigen.
Allerdings ist die Schwerpunktbewegung unbeschrinkt, so dass der Involutionssatz nicht anwendbar ist.)

3. Das ebene Doppelpendel:
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Hier haben wir S = 2 Freiheitsgrade. Eine Konstante der Bewegung ist die Hamilton-Funktion (Gesamtener-
gie) H(é1, d2,p1,p2) = E. Es existiert keine kontinuierliche Symmetrie, die nach dem Noether-Theorem eine
weitere Erhaltungsgrofe bewirken wiirde, und tatséchlich existiert auch keine unabhéngige Erhaltungsgrofse.
Das Doppelpendel ist damit nicht integrabel nach Liouville und Arnold.

4. Das Dreikorperproblem: Drei Massenpunkte, die mit Zentralkriaften aneinander gekoppelt sind, haben neun
Freiheitsgrade. Drei davon betreffen die Translation des Schwerpunktes, die fiir verschwindende &ufiere
Krifte ungebunden und damit nicht Gegenstand des Involutionssatzes ist. (Die Bewegung des Schwer-
punktes ist gleichférmig und geradlinig. Sechs der zehn Erhaltungsgrofen aus Abschnitt 4.5 betreffen diese
Translation, ndmlich die Komponenten des Gesamtimpulses ' und von ﬁ(t) —(p/m)t.) Die Relativbewegung
hat S = 6 Freiheitsgrade, aber nur drei Konstanten der Bewegung, die die Bedingungen des Satzes erfiillen,
z.B. E, L, und L?. Damit ist das System nicht integrabel nach Liouville und Arnold.

5. Der schwere Kreisel: Fiir den symmetrischen schweren Kreisel aus Abschnitt 9.4.2 sind die Euler-Winkel ¢
und v zyklisch. Es existieren daher drei Konstanten der Bewegung: H, py = L3 und py = Ls. Diese sind in
Involution; die entsprechenden Poisson-Klammern verschwinden trivial. Wegen S = 3 ist der symmetrische
schwere Kreisel damit integrabel. Fiir den asymmetrischen schweren Kreisel ist nur ¢, aber nicht v zyklisch.
Er hat daher nur zwei Konstanten der Bewegung in Involution, ndmlich H und py = Ly3. (Die Erhaltung
der Drehimpulskomponente L3 um die Senkrechte im Laborsystem folgt aus dem Noether-Theorem, da das
System invariant unter Rotationen um diese Achse ist.) Der asymmetrische schwere Kreisel ist daher nicht
integrabel. Zur Integrabilitit von Kreiseln existiert eine umfangreiche und bis in die Gegenwart reichende
Literatur.

16.2 Tori und Poincaré-Schnitte

Ein System mit S Freiheitsgraden habe k unabhingige Konstanten der Bewegung. (Unabhéngigkeit ist im Sin-
ne der 3. Bedingung des Involutionssatzes gemeint.) Der Phasenraum ist 2S-dimensional. Die Festlegung der k
Erhaltungsgrofien schrankt die moglichen Bewegungen aber auf (25 — k)-dimensionale Teilmengen (Untermannig-
faltigkeiten) ein. Ein integrables System hat mindestens S Erhaltungsgrofien, davon genau S in Involution. Wir
betrachten den generischen integrablen Fall mit £ = S. Dann ist die Bewegung wegen 25 — k =25 — § = S auf
S-dimensionale Untermannigfaltigkeiten eingeschrankt. Diese nennt man aufgrund ihrer topologischen Eigenschaf-
ten Tori (Einzahl Torus). Die bildliche Darstellung der Tori im hochdimensionalen Phasenraum ist offensichtlich
schwierig. Sehr niitzlich ist die Betrachtung von Poincaré-Schnitten, insbesondere fiir Systeme mit S = 2 Frei-
heitsgraden.

Wir untersuchen hier nur diesen Fall. Phasenraumbahnen sind dann Kurven im vierdimensionalen Phasenraum.
Ein Poincaré-Schnitt einer Phasenraumbahn wird wie folgt erzeugt:

1. Wihle eine Koordinate und den zugehorigen Impuls. O.B.d.A. wihlen wir ¢y, p;.
2. Wihle Anfangswerte ¢V, ¢8, p9, p9. Sie legen eine Phasenraumbahn fest.

3. Fiir eine gebundene Bewegung wird die Koordinate gy typischerweise fiir gewisse Zeiten wieder den Wert ¢3
annehmen. Trage (q1(t),p1(t)) fiir alle Zeiten ¢ > 0 auf, fiir die g2(t) = ¢9 gilt. pa(t) ist dabei unerheblich.

Man liest manchmal, der Poincaré-Schnitt sei die Schnittmenge der Phasenraumbahnen und der, in diesem Fall,
von ¢; und p; aufgespannten Ebene mit festen Werten go = ¢9, po = p9. Das ist falsch. In einem vierdimen-
sionalen Raum schneiden sich eine Ebene und eine Kurve generisch iiberhaupt nicht, analog zu zwei Kurven im
dreidimensionalen Raum. Startet die Phasenraumbahn auf der Ebene mit g2 = ¢3, p2 = p9, hat sie i.A. keinen
Grund, sie spéter erneut zu schneiden. Korrekt werden bei der Konstruktion zunéchst die Schnitte der Phasen-
raumbahn mit g = ¢J bestimmt und dann die resultierenden Punkte im dreidimensionalen (gi, p1, p2)-Raum in
die (g1, p1)-Ebene projiziert.

Wenn keine Erhaltungsgrofien existieren (kK = 0), noch nicht einmal H, dann ist die Phasenraumbahn nicht
eingeschrinkt. (Dieser Fall kann im betrachteten Szenario nicht auftreten.) Wir erwarten, dass die Bahn dann fiir
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lange Zeiten jedem Punkt zumindest in einem Teil des Phasenraums beliebig nahe kommt, weil es kein Prinzip
gibt, dass sie daran hindern wiirde. Der Schnitt der Bahn mit go = ¢8 ist dann eine diskrete Menge, die fiir
t — oo den (g1, p1,p2)-Raum oder zumindest eine Teilmenge M davon ausfiillt. Damit gemeint ist, dass in jeder
Umgebung eines Punktes aus M ein Punkt des Schnittes liegt; der Schnitt liegt dicht in M. Der Poincaré-Schnitt
ist die Projektion des Schnittes auf die (g1, p1)-Ebene, die fiir ¢ — co zumindest einen Teil dieser Ebene ausfiillt.

Gibt es eine einzige Erhaltungsgrofe (k = 1), insbesondere H, dann zwingt diese die Bahn, auf einer dreidimen-
sionalen Untermannigfaltigkeit zu bleiben. Die Schnittpunkte mit go = ¢J liegen dann auf einer zweidimensionalen
Untermannigfaltigkeit, also einer Fliche, im (g1, p1, p2)-Raum und fiillen diese i.A. fiir ¢ — oo (liegen dicht). Die
Projektion dieser Fliche auf die (g1, p1)-Ebene ist ebenfalls eine Fliche. Der Poincaré-Schnitt sieht also wie im
Fall £ = 0 aus.

Fiir zwei Erhaltungsgrofen (kK = 2 = 5) ist das System integrabel, wenn sie in Involution sind. Die Bahnen
liegen auf zweidimensionalen Tori. Der Schnitt einer Bahn mit ¢z = ¢) liegt dann auf dem Schnitt dieser Tori
mit go = qJ, das ergibt eine eindimensionalen Untermannigfaltigkeit, also einer Kurve (die evtl. nicht zusammen-
hingend ist), im (g1, p1,p2)-Raum und fiillen diese i.A. fiir ¢ — co. Deren Projektion auf die (q1, p1)-Ebene ist
ebenfalls eine Kurve. Der Poincaré-Schnitt besteht daher aus Punkten auf dieser Kurve. Diese Kurve erhalten wir
also, indem wir zunichst den Torus fiir die sich aus den Anfangswerten ¢?, ¢3, p{, pJ ergebenden Werte der beiden
Erhaltungsgrofen I; und I mit g = ¢9 schneiden. Dies ergibt geschlossene Kurven im (g, p1, p2)-Raum, da der
Torus eine geschlossene Fliche ist. Die Projektion auf die (¢1, p1)-Ebene ergibt dann die gesuchten Kurven.

Beispiel: Die zwei gekoppelten Oszillatoren aus Abschnitt 10.2 sind integrabel.

K "™ K ™M K
F=a1 =

Zwei Erhaltungsgrofien in Involution sind z.B. die in den beiden Normalschwingungen steckenden Energien

(p1+p2)® K 2
B o= julad 16.20
1 am T (@t ae) (16.20)
(pl — p2)2 K + 2K/ 2
By = — . 16.21
? am + 4 (01— a2) ( )
Wir withlen ¢§ = 0, p§ = 0, dann ist
(p(1))2 K o2
E = — 16.22
PY)?  K+2K', 5.
Ey = . 16.2
p =4 S () (16.23)
Der Schnitt des Torus mit ¢z = ¢§ = 0 erfiillt die Gleichungen
(p1+p)? K ,
—+ —q¢;=F 16.24
4m + 4 0 b ( )
(p1 — p2)2 K + 2K/ 2
= Fs. 16.25
4m + 4 % 2 ( )

Diese zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte beschreiben Kurven. Wegen der Projektion auf (gi,p1) kann po
beliebig sein. Wir miissen also po eliminieren:

K’
bz 2 2_p R, (16.26)

m

- p@ Z _E+ K ql) (16.27)
(

2
E2 + 2 QI):| K
+ Zq% =F (16.28)
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K’ 2
= [p? +m (E1 — By + 2q%> } +mK@p? —4mEpe =0 (16.29)
4 2 N2 2 m*K" 4 2 -1 2 2 2
= p] —2m(E1 + Eq)p; + m(K + K')gip] + Y g + m°K'(Ey — E3)q] + m*(Ey — E3)? =0.  (16.30)

Fiir gegebene Ej, Ey beschreibt diese Gleichung Kurven, hier z.B. fiir die Werte £1 = 1 und E, = 2 sowie die
Parameter m =1, K = K' = 1:

Oben wurde behauptet, dass diese Kurven fiir ¢ — oo ,im Allgemeinen* vom Poincaré-Schnitt der Phasenraum-
bahn gefiillt werden. Diesen Punkt wollen wir noch genauer untersuchen. Die Eigenfrequenzen des Beispielsystems

sind
K | K + 2K’
wy =1/ —, Wy = ; (16.31)
m m

1. Stehen die Eigenfrequenzen in einem rationalen Verhaltnis zueinander, d.h. ist

Nun gibt es zwei Fille:

w2 2K’

— =4/1 €Q, 16.32
w1 + K @ ( )
so ist die Bewegung periodisch. Die Periode ist das kleinste gemeinsame Vielfache von T7 = 27/w; und

Ty = 27 /ws. Nach einer Periode beginnt die Phasenraumbahn, dieselben Punkte erneut zu durchlaufen. Der
Poincaré-Schnitt besteht dann nur aus endlich vielen Punkten auf der erlaubten Kurve.

2. Ist wo/w; dagegen irrational, so ist die Bewegung nicht periodisch. Da sie eine Superposition von endlich
vielen (ndmlich hier zwei) periodischen Bewegungen ist, nennt man sie bedingt periodisch. Der Poincaré-
Schnitt fiillt die erlaubte Kurve fiir ¢t — oo aus (liegt dicht). Dies ist der generische Fall, da die Kardinalitit
von R grofer ist als die von Q.

16.3 Deterministisches Chaos

Was passiert, wenn ein Hamiltonsches System nicht integrabel ist? Fiir gegebene Anfangsbedingungen existiert
trotzdem eine eindeutig bestimmte Losung fiir alle Zeiten. Die Dynamik ist im Rahmen der klassischen Me-
chanik also deterministisch. Andererseits ist die Phasenraumbahn nicht auf einen S-dimensionalen Torus im
2S5-dimensionalen Phasenraum eingeschrankt. Wir erwarten, dass sie weniger regulér als im integrablen Fall sein
kann. Poincaré, Koopman und von Neumann haben gezeigt, dass schon fiir nicht integrable Systeme mit S = 2
Freiheitsgraden Bewegungen auftreten kénnen, die weder periodisch noch bedingt periodisch sind. Dafiir wurde
der Begriff |, chaotisch® gepragt.
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16.3.1 Das Hénon-Heiles-Modell

Wir betrachten beispielhaft eine recht einfache Hamilton-Funktion mit S = 2, die zu chaotischem Verhalten fiihrt,

2 2 2 2 3
VN I S ) 2 @
H=T+V="4=2=4+"2+4 = - =. 16.33
+ 5 T Tty tae -3 (16.33)
Dieses Modell geht auf Hénon und Heiles zuriick. Das Potential hat ein lokales Minimum bei ¢; = 0, g2 = 0, eine
dreizdhlige Rotationssymmetrie und Spiegelsymmetrien. Da es sich um diskrete Symmetrien handelt, existieren
keine damit verbundenen Erhaltungsgréfsen.

4
1 €
ungebunden
Minimum
0 —+
V=1/6
ungebunden
_1 T | | |
-1 0 1 q;

Die einzige Konstante der Bewegung ist die Energie H = E. Werte im Intervall 0 < E < 1/6 gestatten gebundene
Bewegungen. Das System ist nicht integrabel im Sinne von Liouville und Arnold. Dennoch existieren bedingt
periodische und sogar periodische Losungen, z.B. die eindimensionalen Oszillationen entlang der ¢i-Achse oder
der anderen beiden Symmetrieachsen. Poincaré-Schnitte sind niitzlich, um etwas iiber die Verteilung von (bedingt)
periodischen und chaotischen Bahnen zu lernen.

1. Beispiel fiir eine bedingt periodische Bahn im Konfigurationsraum mit £ = 1/12 und den zugehérigen
Poincaré-Schnitt fiir go = 0O:

ql

2. Beispiel fiir eine chaotische Bahn mit F = 0,99 x 1/6 und den zugehorigen Poincaré-Schnitt fiir go = 0;
dasselbe Zeitintervall wie in Beispiel 1 ist dargestellt:
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3. Poincaré-Schnitte fiir neun verschiedene Bahnen fiir dieselbe Energie F = 1/8 aber unterschiedliche Anfangs-
bedingungen (unterschiedliche Farben). Wir finden neben chaotischen Bereichen auch bedingt periodische.
Das Bild des entsprechenden Torus im Poincaré-Schnitt kann aber aus vielen geschlossenen Kurven bestehen
(violette Punkte).

pl

16.3.2 Das KAM-Theorem

Die fiir das Hénon-Heiles-Modell beobachtete Koexistenz von (einfachen und komplizierten) bedingt periodischen
Bahnen, die ,Inselgruppen im Poincaré-Schnitt bilden, und chaotischen Bahnen ist typisch flir den Fall nicht
zu starker Nichtintegrabilitdat. Das wichtige Kolmogorov-Arnold-Moser- (KAM-) Theorem beschreibt, welche Tori
(d.h. welche bedingt periodischen Bahnen) eines integrablen Systems iiberleben, wenn eine kleine, nicht integrable
Storung H; zu einer Hamilton-Funktion Hy hinzugefiigt wird,

wy und wsy seien die beiden Eigenfrequenzen des integrablen Systems mit der Hamilton-Funktion Hy, vgl. das
Beispiel der zwei gekoppelten harmonischen Oszillatoren in Abschnitt 16.2. I; und I, seien zwei Konstante der
Bewegung in Involution, F; und Es im genannten Beispiel. Eine der technischen Voraussetzungen, die im KAM-
Theorem gemacht werden, ist, dass die Jacobi-Determinante d(wy,ws)/9(I1, I2) nicht verschwindet. Fiir die ge-
koppelten harmonischen Oszillatoren sind die Eigenfrequenzen jedoch unabhingig von den Energien F; und Es,
so dass die Jacobi-Determinante verschwindet und das KAM-Theorem nicht anwendbar ist.
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Fiir das Hénon-Heiles-Modell ist eine mogliche Wahl Hy = (p? + p3 + ¢4 + ¢3)/2 und H; = q1¢3 — ¢3/3.
Abgesehen davon, dass H; dann i.A. nicht klein ist, sind die Eigenfrequenzen w; = ws = 1 = const von Hy
unabhéngig von den Energien der Eigenmoden, so dass auch hier die Jacobi-Determinante verschwindet und
das KAM-Theorem nicht direkt anwendbar ist. Man findet aber, dass fiir dieses die Energie E die Stérke der
Nichtintegrabilitat bestimmt.

Wichtig fiir das KAM-Theorem ist das Verhéltnis wy/w; der beiden Eigenfrequenzen der (bedingt) peri-
odischen Losungen des ungestorten integrablen Systems Hy. Ist wg/wy rational (periodische Losung), wird der
entsprechende Torus durch beliebig schwache Nichtintegrabilitét zerstort. Dies ist eine Art Resonanzkatastrophe:
Da das ungestorte System immer wieder zu demselben Zustand zuriickkehrt, hat die nicht integrable Stérung
beliebig viel Zeit zu wirken und kann daher beliebig schwach sein. Das Poincaré-Birkhoff- Theorem sagt aus, dass
der Torus fiir wy /w1 = m/n (teilerfremd) durch eine Kette von n elliptischen und n hyperbolischen Fixpunkten im
Poincaré-Schnitt ersetzt wird. Die hyperbolischen Fixpunkte sind Endpunkte von Separatrizen. (Zu den Begriffen
SFixpunkt® und ,Separatrix” sieche Abschnitt 11.3.)

Die Tori mit irrationalem Verhéltnis wy/w; bleiben fiir schwache Nichtintegrabilitidt zunéchst erhalten, man
nennt sie dann KAM-Tori. Das bedeutet, dass die Phasenraumbahnen fiir Anfangswerte ¢, ¢3, p{, p9 auf einem
KAM-Torus fiir alle Zeiten auf diesem Torus bleiben. Daher miissen fiir solche Anfangswerte zwei Konstanten
der Bewegung existieren, die diesen Torus definieren. Das bedeutet nicht, dass man fiir die zweite Konstante der
Bewegung, neben der Energie H = F, einen geschlossenen Ausdruck hinschreiben kann. Fiir Anfangswerte nicht
auf einem KAM-Torus ist die Bewegung chaotisch und es existiert nur die eine Invariante H = E. Die KAM-
Tori werden fiir wachsende Nichtintegrabilitdt nach und nach zerstort, und zwar umso spéter, je schlechter die
irrationale Zahl wy/wy durch rationale Zahlen dargestellt werden kann. Diese Aussage liasst sich mathematisch
exakt formulieren. Als letztes verschwindet der KAM-Torus mit ws/w; = (1 +/5)/2, dem ,Goldenen Schnitt*.

irrational KAM-Torus
— M
rational RN
_— e W o '
irrational -------""Separatrix
S ———
integrabel schwach nicht integrabel

Die Poincaré-Schnitte haben schon fiir schwache Nichtintegrabilitdt Strukturen auf allen Skalen, weil alle Tori mit
rationalen wy/w; durch Ketten von Fixpunkten mit Separatrizen ersetzt werden. Die rationalen Zahlen liegen be-
kanntlich dicht in den reellen Zahlen. Es gibt also unendlich viele solche Ketten und Separatrizen. Weiterfithrende
Betrachtungen miissen Wahlpflichtvorlesungen iiberlassen bleiben. Das gilt auch fiir das noch komplexere Verhal-
ten fiir mehr als zwei Freiheitsgrade.

16.3.3 Ljapunow-Exponenten

Eine wichtige Eigenschaft von chaotischen Bahnen ist ihre extreme Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen.
Bahnen mit nur geringfiigig verschiedenen Anfangsbedingungen unterscheiden sich fiir hinreichend spéte Zeit be-
liebig stark, insoweit es mit der Erhaltung der Energie vereinbar ist. Da wir den Zustand eines Systems nie ganz
genau messen konnen, wird die Vorhersage der Bewegung fiir spéte Zeiten beliebig ungenau. Selbst wenn wir von
einem exakt bekannten Zustand starten, wird jede Vorhersage, die auf numerischer Integration der Bewegungs-
gleichungen beruht, beliebig ungenau, da die kleinen numerischen Fehler fiir spéte Zeiten zu grofien Abweichungen
fiihren.

Um zu verstehen, wann eine Bahn instabil ist, miissen wir zunéchst den Begriff der Stabilitédt schérfen. Eine
Bahn (¢(t), p(t)) = 7(t) heifft stabil, wenn zu jedem e > 0 ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir 7/(0) mit

17(0) — #(0)]| <o (16.35)

gilt
[7(t) = 7(t)]| <e Vt=>0. (16.36)
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Hier ist ||. .. || eine geeignet definierte Norm. In Worten, alle Bahnen fiir geringfiigig gestorte Anfangsbedingungen
bleiben in der Nihe der ungestérten Bahn. Andernfalls heiftt die Bahn instabil.
Existieren iiberhaupt stabile Bahnen in diesem Sinne? Die kanonischen Gleichungen lauten

0H . OH

4j = 73— pj=—57 - 16.37
J apj J aqj ( )
Daraus folgen fiir die Differenzen
0qj == q; —qj,  Opj =D —Dpj (16.38)
die Gleichungen
O0H OH
0¢; = —(@+q,p+ op) — =—(q,p), 16.39
= 5 )~ Gy 07 (16.39)
0H 0H
op;, = ——(7+0q, P+ D)+ —(q,p)- 16.40
= 5 )+ Gy 07) (16.40)
Wir entwickeln in eine Taylor-Reihe in 67 = (4, dp):
0’H 0*H >
T ———(q,D) 6qr + ———(q, ) opx. | + O(07), 16.41
g zk: (aqkapj (¢, P) gk e, (7, P) opr. (07) (16.41)
0’H 0’H )
op;, = — ———(q,P) daqr + ———(q,P) Opx. | + O(67?). 16.42
= =% (Gt 50+ gy, 70 ) + 0 (16.42)
In fithrender Ordnung finden wir also
. <>
o = M o7 (16.43)
mit der Matrix, in Blockform,
= A B
M = (C D) (16.44)
mit Komponenten
0’H
A = ——— 16.45
Jk 8p_7 aqk ’ ( )
0’H
B, = 16.46
0’H
Cir = — 16.47
Jk aqj aqk ’ ( )
0’H
Dy = — . 16.48
ik 90,90 (16.48)
Der Exponentialansatz 67(t) = 7y e fiihrt auf die Gleichung
>
A7y = M 7. (16.49)

<>
Das ist eine Eigenwertgleichung fiir M. Die Eigenwerte A heifsen Ljapunow-Ezponenten. Sie sind i.A. nicht reell, da

die Matrix ]\7 nicht symmetrisch ist. Wir sehen, dass die Losungen 67(t) fiir ¢t — oo abfallen (die Trajektorien sich
also aneinander anndhern), wenn Re A < 0 ist, und anwachsen (die Trajektorien sich abstofien), wenn Re A > 0
ist. Im letzteren Fall ist die Bewegung sicherlich instabil. Dann ist der Abbruch der Taylor-Reihe nach dem Term
erster Ordnung natiirlich nicht sinnvoll, um die tatséchliche Losung zu finden.

Formal wird das Ergebnis durch die Stabilititssdtze von Ljapunow beschrieben:
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>
1. Gilt fast {iberall entlang der Bahn, d.h. evtl. bis auf isolierte Punkte, fiir alle Eigenwerte \; von M, dass
Re \; < 0, so ist die Bahn stabil.

<>
2. Existiert zumindest entlang eines Teils der Bahn ein Eigenwert \; von M mit Re A; > 0, so ist die Bahn
instabil.

x4
3. Gilt iiberall entlang der Bahn (bis auf isolierte Punkte) fiir alle Eigenwerte \; von M, dass Re\; < 0,
und existiert zumindest entlang eines Teils der Bahn ein Eigenwert A; mit Re A; = 0, so ist die Stabilitét
marginal. I.A. kann die Stabilitdt dann nicht durch Betrachtung der ersten Ordnung entschieden werden.

Fiir die zeitunabhéngigen, Hamiltonschen Systeme, die wir hier ausschlieflich betrachten, kann Fall 1 (stabile
Bahnen) nicht auftreten. Die Summe aller Eigenwerte ist ndmlich

25 R s 9 9

> Ai=SpM= (;H - aH):o. (16.50)
i=1 =1 \9Pi dqj  9q;0p;

Daher koénnen nicht alle Eigenwerte negative Realteile haben. Wenn alle Eigenwerte verschwindende Realteile

haben, Re A\; = 0, ist die Bahn marginal stabil. Existiert ein Eigenwert mit Re \; > 0, so so ist die Bahn instabil.

Existiert dagegen ein Eigenwert mit Re A; < 0, so muss es einen anderen mit Re A; > 0 geben, damit Gl. (16.50)

erfiillt ist, und die Bahn ist ebenfalls instabil.

Anhand der Planetenbewegung kénnen wir sehen, warum keine stabilen Bahnen im Sinne von Ljapunow
auftreten: Wenn wir z.B. den Bahnradius geringfiigig verdndern, dndert das geringfiigig die Umlaufzeit. Dann
bleibt aber schon allein der Ort 7/(¢) auf der gestérten Bahn nicht fiir alle Zeiten in der Nahe des Ortes 7(t) auf
der urspriinglichen Bahn. Gleichung (16.36) wird also nicht erfiillt.

Integrable Systeme haben ausschliefilich marginal stabile Bahnen. Aquivalent dazu folgt aus der Existenz
instabiler Bahnen (neben stabilen und evtl. marginal stabilen Bahnen), dass ein System nicht integrabel ist. Man
definiert manchmal ein chaotisches System als eines, fiir das instabile Bahnen auftreten.

Beispiel: Fiir das Hénon-Heiles-Modell ist

0 0 10

by 0 0 01
%1 -2 0 0 (16.51)

—QQQ —2(]1 -1 0 0

Die vier Eigenwerte sind

Mo = £\ -1-2y/¢} + 3, (16.52)
Aza = :I:\/—l—l—?\/qf—kq%. (16.53)

Offenbar sind A; 2 immer rein imaginér. Fiir die {ibrigen Eigenwerte gilt
e )34 sind rein imagindr fiir ¢ + ¢5 < 1/4,
e \34 =0 fiir ¢} + ¢35 = 1/4,
e A3 4 sind reell und A3 > 0, Ay < O fiir ¢7 + ¢3 > 1/4.

Damit liegt fiir ¢f + ¢3 < 1/4 marginale Stabilitéit und fiir ¢? + ¢3 > 1/4 Instabilitiit vor.

Wie erwihnt ist es hinreichend fiir Instabilitiit, wenn irgendwo entlang der Bahn ¢7 + ¢3 > 1/4 erfiillt ist. Fiir
die chaotische Bahn im vorigen Beispiel ist das der Fall, fiir die bedingt periodische Bahn dagegen nicht. Dies
erkennt man, wenn man die Bahn im Ortsraum (Konfigurationsbahn) mit dem Kreis ¢7 + ¢5 = 1/4 vergleicht,
dies ist der Inkreis des Dreiecks definiert durch V = 1/6:
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Fiir das Hénon-Heiles-Modell gilt sicher ¢7+¢3 < 1/4, falls die Energie E < 1/8 erfiillt. Dennoch existieren auch
fiir F < 1/8 chaotische Bahnen, siehe Abschnitt 16.3.1. Wir erkennen, dass zwar integrable Systeme ausschliefslich
marginal stabile Bahnen haben, dass der Umkehrschluss aber nicht gilt. Selbst wenn alle Bahnen marginal stabil
sind, schlieft dies Chaos nicht aus.

Die Untersuchung des Ljapunow-Exponenten gestattet eine Klassifikation der Bahnen, ohne die Bewegungs-
gleichungen 16sen zu miissen. Im Gegensatz dazu erfordert die Konstruktion von Poincaré-Schnitten die, i.A.
numerische, Integration der Bewegungsgleichungen. Man muss sich aber klar sein, dass, wie das letzte Beispiel

zeigt, marginale Stabilitdt aller Bahnen Chaos nicht ausschlieft.

16.3.4 Bahnenbiischel

Zum Abschluss erwdhnen wir, gewissermafsen als Dessert, eine weniger bekannte, iiberraschende Eigenschaft
chaotischer Bahnen. Wir haben gesehen, dass chaotische Bahnen mit eng benachbarten Anfangswerten ¢(0), p(0)
exponentiell auseinanderlaufen. Das wird durch den Ljapunow-Exponenten A mit dem groften Realteil kontrol-

liert:
67,00 ~ et (16.54)

qi

qi +9qi
q\
0

Anstelle des Anfangswertproblems mit vorgegebenen ¢(0), p(0) kénnen wir auch das Randwertproblem mit vor-
gegebenen Konfigurationen ¢(¢1), ¢(t2) zu zwei unterschiedlichen Zeitpunkten betrachten. Das haben wir z.B.
bei der Diskussion des Hamiltonschen Prinzips getan. Wie sehen die Bahnen mit benachbarten Randwerten im
chaotischen Fall aus? Die auf den ersten Blick iiberraschende Antwort ist: Sie ziehen sich an!

qi
qi + 0q; J
N
qi 1/Re)
<—1/ReA -
t ta ¢
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Wir zeigen nun, dass gilt

16:(t)| < [0qi(t1)], 6gi(t2)], (16.55)
[6pi(t)] < [0pi(t1)], [0pi(ta)l, (16.56)

sofern t —t; > 1/Re A und t2 — ¢ > 1/Re\ ist, wobei A der Ljapunow-Exponent mit dem grofiten Realteil ist.
Die Bedingung bedeutet, dass wir Zeiten ,im Inneren“ des Intervalls betrachten, nicht zu nah an den Enden.
Beweisidee: Wir nehmen ¢(t), p(t) fiir eine Zeit ¢ im Inneren des Intervalls als Anfangswerte. Da Re A > 0 und
to —t > 1/Re A folgt |dgi(t2)| > [0¢i(t)| (die chaotischen Bahnen laufen auseinander). Das analoge Argument
funktioniert auch riickwérts in der Zeit, also ist auch |dg;(t1)| > |d¢;(t)].

Chaotische Bahnen bilden also Bahnenbiischel von lokal eng benachbarten Bahnen. Wir miissen offenbar gut
aufpassen, wenn wir Begriffe wie Instabilitit verwenden. Die Losung des Randwertproblems ist im instabilen,
chaotischen Fall sehr unempfindlich gegeniiber Anderungen der Randbedingungen. Diese Erkenntnis fithrt in der
quantenmechanischen Betrachtung von klassisch chaotischen Systemen zu interessanten Effekten.
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